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CHƯƠNG 1: HÀM GIẢI TÍCH 
 

§1. SỐ PHỨC VÀ CÁC PHÉP TÍNH 
1. Dạng đại số của số phức: Ta gọi số phức là một biểu thức dạng (x + jy) trong đó x 
và y là các số thực và j là đơn vị ảo. Các số x và y là phần thực và phần ảo của số 
phức. Ta thường kí hiệu: 
 z = x + jy 
 x = Rez = Re(x + jy) 
 y = Imz = Im(x + jy) 
Tập hợp các số phức được kí hiệu là C. Vậy: 
 C = { z = x + jy | x ∈ R , y ∈ R}  
trong đó R là tập hợp các số thực. 
Nếu y = 0 ta có  z = x, nghĩa là số thực là trường hợp riêng của số phức với phần ảo 
bằng 0. Nếu x = 0 ta z = jy và đó là một số thuần ảo. 
Số phức jyxz −=  được gọi là số phức liên hợp của  z = x + jy. Vậy )zRe()zRe( = , 

)zIm()zIm( −= , zz = . 
Số phức -z = -x - jy là số phức đối của z = x + jy.  
Hai số phức z1 = x1 + jy1 và z2 = x2 + jy2 gọi là bằng nhau nếu x1 = x2 và y1 = y2. 
 
2. Các phép tính về số phức: 

a. Phép cộng: Cho hai số phức z1 = x1 + jy1 và z2 = x2 + jy2. Ta gọi số phức  
z = (x1 + x2 ) + j(y1 + jy2 )  

là tổng của hai số phức z1 và z2. 
Phép cộng có các tính chất sau: 
 z1 + z2 = z2 + z1   (giao hoán) 
 z1 + (z2 + z3) = (z1 + z2) + z3 (kết hợp) 

b. Phép trừ: Cho 2 số phức z1 = x1 + jy1 và z2 = x2 + jy2. Ta gọi số phức  
z = (x1 - x2 ) + j(y1 - jy2 )  

là hiệu của hai số phức z1 và z2. 
c. Phép nhân: Cho 2 số phức z1 = x1 + jy1 và z2 = x2 + jy2. Ta gọi số phức  
z = z1.z2 = (x1x2-y1y2) + j(x1y2 + x2y1)   

là tích của hai số phức z1 và z2. 
Phép nhân có các tính chất sau: 
 z1,z2 = z2.z1   (tính giao hoán) 
 (z1.z2).z3 = z1.(z2.z3) (tính kết hợp) 
 z1(z2 + z3) = z1.z2 + z2.z3 (tính phân bố) 
 (-1.z) = -z 
 z.0 = 0. z = 0 
 j.j = -1 

d. Phép chia: Cho 2 số phức z1 = x1 + jy1 và z2 = x2 + jy2. Nếu z2 ≠ 0 thì tồn tại 
một số phức z =  x + jy sao cho z.z2 = z1. Số phức: 
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được gọi là thương của hai số phức z1 và z2. 
e. Phép nâng lên luỹ thừa: Ta gọi tích của n số phức z là luỹ thừa bậc n của z 

và kí hiệu: 
  zz.zzn L=
Đặt w = zn =(x + jy)n thì theo định nghĩa phép nhân ta tính được Rew và Imw theo x 
và y. 
Nếu zn = w thì ngược lại ta nói z là căn bậc n của w và ta viết: 
 n wz =  

f. Các ví dụ: 
Ví dụ 1:  j2 = -1 
  j3 = j2.j = -1.j = -j 
Ví dụ 2: (2+j3)  + (3-5j) = 5-2j 
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Ví dụ 3: zRe2x2)jyx()jyx(zz ==−++=+  
Ví dụ 4: Tìm các số thực thoả mãn phương trình: 
   (3x - j)(2 + j)+ (x - jy)(1 + 2j) = 5 + 6j 
Cân bằng phần thực và phần ảo ta có: 
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36y
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20x −==  

Ví dụ 5: Giải hệ phương trình: 
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Ta giải bằng cách dùng phương pháp Cramer và được kết quả: 
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Ví dụ 6: Chứng minh rằng nếu đa thức P(z) là một đa thức của biến số phức z với các 
hệ số thực: 
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 P(z) = a0zn + a1zn-1 + ⋅⋅⋅+ an thì )z(P)z(P =  
Thật vậy ta thấy là số phức liên hợp của tổng bằng tổng các số phức liên hợp của từng 
số hạng, số phức liên hợp của một tích bằng tích các số phức liên hợp của từng thừa 
số. Do vậy: 

kn
k

kn
k z.aza −− =  

Do đó: 

)z(Pzazaza)z(P
n
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n

0k

kn
k
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k ==== ∑ ∑∑

= =

−−

=

−  

Từ kết quả này suy ra nếu đa thức P(z) có các hệ số thực và nếu α là một 
nghiệm phức của nó tức P(α) = 0 thì α cũng là nghiệm của nó, tức P(α ) = 0. 

 
3. Biểu diễn hình học:  Cho số phức z = x + jy. Trong mặt phẳng xOy ta xác định 
điểm M(x,y) gọi là toạ vị của số phức z. Ngược lại cho điểm M trong mặt phẳng, ta 
biết toạ độ (x,y) và lập được số phức z = x + jy. Do đó ta gọi xOy là mặt phẳng phức. 
Ta cũng có thể biểu diễn số phức bằng một vec tơ tự do có toạ độ là (x,y). 
 
4. Mođun và argumen của số phức z: Số phức z có toạ vị là M. Ta gọi độ dài r của 
vec tơ OM là mođun của z và kí hiệu là z . 

M 

ϕ 
r 

O x 

y 

Góc ϕ xác định sai khác 2kπ được gọi là argumen 
của z và kí hiệu là Argz: 
  r = z  = OM 

( ) π+ϕ== k2OM,OxArgz  
đặc biệt, trị số của Argz nằm giữa -π và π gọi là giá 
trị chính của Argz và kí hiệu là argz. Trường hợp z = 
0 thì Argz không xác định.  
 Giữa phần thực, phần ảo, mođun và argumen có liên hệ: 
 x = rcosϕ 
 y = rsinϕ 
 22 yxr +=  

 
x
ytg =ϕ  

 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

<<+−

≥<+

>

=

0y,0xkhi
x

y
acrtg

0y,0xkhi
x

y
acrtg

0xkhi
x

y
acrtg

zarg

π

π  

Với x = 0 từ định nghĩa ta có: 
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Hai số phức bằng nhau có mođun và argumen bằng nhau. 
 zz =  

 2zz.z =  
Từ cách biểu diễn số phức bằng vec tơ ta thấy số phức (z1 - z2) biểu diễn 

khoảng cách từ điểm M1 là toạ vị của z1 đến điểm M2 là toạ vị của z2.  Từ  đó  suy  ra 
| z | = r biểu thị đường tròn tâm O, bán kính r. Tương tự | z - z1 | = r biểu thị đường 
tròn tâm z1, bán kính r; | z - z1 | > r là phần mặt phức ngoài đường tròn và | z - z1 | < r 
là phần trong đường tròn đó. 

Hơn nữa ta có các bất đẳng thức tam giác: 
| z1 + z2 | ≤ | z1 | + | z2 |  ;  | z1 - z2 | ≥ || z1 | - | z2 || 

Từ định nghĩa phép nhân ta có: 
z1.z2 = r1.r2 [(cosϕ1cosϕ2 - sinϕ1sinϕ2) - j(sinϕ1cosϕ2 + sinϕ2cosϕ2)] 

                  = r1.r2 [cos(ϕ1 + ϕ2) + jsin(ϕ1 + ϕ2)] 
Vậy: | z1.z2 | = | z1 |.| z2 |  
 Arg(z1.z2 ) = Argz1 + Argz2 + 2kπ 
Tương tự, nếu z2 ≠ 0 thì: 
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z  = Argz1 + Argz2 + 2kπ 

 
5. Các ví dụ:  
Ví dụ 1: 1323j23 22 =+=+  
Ví dụ 2: Viết phương trình đường tròn A(x2 + y2) + 2Bx + 2Cy + D = 0 với các hệ số 
A, B, C, D là các số thực trong mặt phẳng phức. 
Ta đặt z = x + jy nên jyxz −= .  
Mặt khác  z.z|z|yx 222 ==+  
  zzx2 +=  

  )zz(j
j

zzy2 −−=
−

=  

Thay vào phương trình ta có: 
 0)zz(Cj)zz(BzAz =−−++  
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hay 0DzEzEzAz =+++  
6. Dạng lượng giác của số phức: Nếu biểu diễn số phức z theo r và ϕ ta có: 
 z = x + jy = r(cosϕ + jsinϕ) 
Đây là dạng lượng giác số  phức z. 
Ví dụ: z = -2 = 2(cosπ + jsinπ ) 
Các phép nhân chia dùng số phức dưới dạng lượng giác rất tiên lợi. Ta có: 
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Áp dụng công thức trên để tính tích n thừa số z, tức là zn. ta có: 
 [r(cosϕ + jsinϕ)]n = rn(cosnϕ + jsinnϕ) 
Đặc biệt khi  r = 1 ta có công thức Moivre: 
 (cosϕ + jsinϕ)n = (cosnϕ + jsinnϕ) 
Thay ϕ bằng -ϕ ta có: 
 (cosϕ - jsinϕ)n = (cosnϕ - jsinnϕ) 
Ví dụ: Tính các tổng: 
 s = cosϕ  + cos2ϕ + ⋅⋅⋅+ cosnϕ 

t = sinϕ  + sin2ϕ + ⋅⋅⋅ + sinnϕ 
Ta có jt = jsinϕ  + jsin2ϕ + ⋅⋅⋅ + jsinnϕ 
Đặt z = cosϕ + jsinϕ và theo công thức Moivre ta có: 
 s + jt = z + z2 + ⋅⋅⋅ + zn

Vế phải là một cấp số nhân gồm n số, số hạng đầu tiên là z và công bội là z. Do đó ta 
có: 
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Như vậy: 
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Tương tự ta tính được  
t = Im(s+jt) 

Khi biểu diễn số phức dưới dạng lượng giác ta cũng dễ tính được căn bậc n của nó. 
Cho số phức z = r(cosϕ + jsinϕ) ta cần tìm căn bậc n của z, nghĩa là tìm số phức ζ sao 
cho: 
 ζn = z 
trong đó n là số nguyên dương cho trước. 
 Ta đặt ζ = ρ(cosα + jsinα) thì vấn đề là phải tìm ρ và α sao cho: 
  ρn(cosnα + jsinnα) = r(cosϕ + jsinϕ)  
Nghĩa là ρn = r 
và  nα  = ϕ  

Kết quả là:  
n

k2;rn π+ϕ
=α=ζ  

Cụ thể, căn bậc n của z là số phức: 
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với k là số nguyên và chỉ cần lấy n số nguyên liên tiếp (k = 0, 1, 2,...,n-1) vì nếu k lấy 
hai số nguyên hơn kém nhau n thì ta có cùng một số phức. 
 
7. Toạ vị của số phức tổng, hiệu, tích và thương hai số phức: 

 z2z1=z 

z2 
z1 

1 

 a. Toạ vị của tổng và hiệu: Toạ vị của tổng hai số 
phức là tổng hay hiệu 2 vec tơ biểu diễn số phức đó. 

b. Toạ vị của tích hai số phức: Ta có thể tìm toạ vị 
của tích hai số phức bằng phương pháp dựng hình. Cho hai 
số phức z1 và z2 như hình vẽ. Ta dựng trên cạnh Oz1 tam 
giác Oz1z đồng dạng với tam giác O1z2. Như vậy Oz là tích 
của hai số phức z1 và z2. 

Thật vậy, do tam giác Oz1z đồng dạng với tam giác 
O1z2 nên ta có: 

 
1
z

z
z 2

1
=   hay  z = z1.z2 

c. Toạ vị của thương hai số phức: Việc tìm thương hai số phức đưa về tìm tích 

2
1 z

1.z . Vì vậy ta chỉ cần tìm 
z
1w = . Trước hết ta giả thiết | z | < 1(hình a) 

Ta tìm w theo các bước sau: 
 - vẽ đường tròn đơn vị và z 
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 - dựng tại z đường vuông với Oz và cắt đường tròn đơn vị tại s 
 - vẽ tiếp tuyến với đường tròn tại s và cắt Oz tại t. 

 - do ∆Ozs & ∆Ost đồng dạng nên ta có 
|z|

1|t| =  

 - lấy w đối xứng với t. 
Trường hợp | z | > 1 ta vẽ như hình b: 
 - vẽ đường tròn đơn vị và z 
 - từ z vẽ tiếp tuyến với đường tròn tại s  
 - dựng tại s đường vuông với Oz cắt Oz tại t 

 - do Ozs và Ost đồng dạng nên ta có 
|z|

1|t| =  

 - lấy w đối xứng với t. 
 
  

w 

t 
s 

z   

w

t 

O 

z 
s  

 
 
 
 

 
 
 

a b  
 
8. Dạng mũ của số phức: Nhờ công thức Euler  ta có thể biểu 
diễn số phức dưới dạng số mũ: 

ϕ+ϕ=ϕ sinjcose j

 z = rejϕ = | z |ejArgz

Ví dụ  4
3j

e2j1z
π

−
=−−=  

Biểu diễn số phức dưới dạng mũ rất tiện lợi khi cần nhân hay chia các số phức: 
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9. Mặt cầu Rieman: Ta xét một mặt cầu S tâm (0, 0, 0.5), bán kính 0.5 (tiếp xúc với 
mặt phẳng xOy tại O). Mặt phẳng xOy là mặt phẳng phức z với Ox là trục thực và Oy 
là trục ảo. Đoạn thẳng nối điểm z = x + jy có toạ vị là N của mặt phẳng phức với  
điểm P(0, 0, 1) của mặt cầu cắt mặt cầu tại  điểm M(a, b, c). Ta gọi M là hình chiếu 
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nổi của điểm z lên mặt cầu S với cực P. Phép ánh xạ này lập nên một tương ứng một - 
một giữa tất cả các điểm của mặt phẳng z và của mặt cầu S thủng tại P. Vì các điểm P, 
M, và N cùng nằm trên một đường thẳng nên ta có: 

P 

O 

x 

y 
a 

b 

N
T 

M c 
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x
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OT −

====  

hay 
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x
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hay:  
c1
jbaz;

c1
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−
+

=
−

=
−

=  

Từ đó: 2

22
2

)c1(
)ba(z

−
+

=   

và do :  a2 + b2 + c2 - c = 0 

suy ra: 
c1

cz 2

−
=  

hay:  222

2

z1
yb;

z1
xa;

z1
z

c
+

=
+

=
+

=  

Hình chiếu nổi có tính chất đáng lưu ý sau: mỗi đường tròn của mặt phẳng z(đường 
thẳng cũng được coi là đường tròn có bán kính ∞) chuyển thành một đường tròn trên 

mặt cầu và ngược lại. Thật vậy để ý 
j2
zzy;

2
zzx +

=
+

=  ta thấy mỗi đường tròn của 

mặt phẳng z thoả mãn một phương trình dạng: 

 0D)zz(C
2
j)zz(B

2
1zAz =+−−++  

Trong đó A, B, C, D là các số thực thỏa mãn A ≥ 0, B2 + C2 > 4AD, đặc biệt đối vơsi 
đường thẳng A = 0. Áp dụng các gái trị của z, x, y ta có: 
 (A - D)c +Ba +Cb + D = 0 
đây là một đường tròn trên mặt cầu S. 
   

 
§2. HÀM MỘT BIẾN PHỨC 

1. Khái niệm về miền và biên của miền:  
 a. Điểm trong của một tập: Giả sử E là tập hợp điểm trong mặt phẳng phức z 
và zo là một điểm thuộc E. Nếu tồn tại một số ε lân cận của zo nằm hoàn toàn trong E 
thì zo được gọi là điểm trong của tập E. 
 b. Biên của một tập: Điểm ζ thuộc E hay không thuộc E được gọi là điểm biên 
của tập E nếu mọi hình tròn tâm ζ đều chứa cả những điểm thuộc E và không thuộc E. 
Tập hợp các điểm biên của tập E được gọi là biên của tập E. Nếu điểm η không thuộc 
E và tồn tại hình tròn tâm η không chứa điểm nào của E thì η được gọi là điểm ngoài 
của tập E. 
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Ví dụ: Xét tập E là hình tròn | z | < 1. Mọi điểm của E đều là điểm trong. Biên của E 
là đường tròn | z | = 1. Mọi điểm | η | > 1 là điểm ngoài của E. 
 c. Miền: Ta gọi miền trên mặt phẳng phức là tập hợp G có các tính chất sau: 
 - G là tập mở, nghĩa là chỉ có các điểm trong. 
 - G là tập liên thông, nghĩa là qua hai điểm tuỳ ý thuộc G, bao giờ cũng có thể 
nói chúng bằng một đường cong liên tục nằm gọn trong G. 
 Tập G, thêm những điểm biên gọi là tập kín và kí hiệu là G . Miền G gọi là bị 
chặn nếu tồn tại một hình trong bán kính R chứa G ở bên trong. 
 

                 a                                             b                                         c 

 
 
 
 
 
 
 
Trên hình a là miền đơn liên, hình b là miền nhị liên và hình c là miền tam liên. 
Hướng dương trên biên L của miền là hướng mà khi đi trên L theo hướng đó thì phần 
của miền G kề với người đó luôn nằm bên trái. 

Ví dụ 1: Vẽ miền 
3

zarg
6

π
<<

π  

Ta vẽ tia 1Ou  sao cho (Ox, 1Ou ) =
6
π . Sau đó vẽ tia 2Ou  sao cho (Ox, 2Ou ) =

3
π . 

Mọi điểm z nằm trong đều có argumen thoả mãn điều kiện bài toán. Ngược lại 

các điểm có argumen nằm giữa 

21Ouu

6
π  và 

3
π  đều ỏ trong góc 21Ouu  

Vậy miền 
3

zarg
6

π
<<

π  là phần mặt phẳng giới hạn bởi hai cạnh Ou1 và Ou2

 

u2 

u1 

y 

x O -1 

y 

x O 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Ví dụ 2: Vẽ miền Rez > -1 
Mọi điểm nằm bên phải đường thẳng x = -1 đều thoả mãn Rez > -1. Ngược lại mọi 
điểm z có phần thực lớn hơn -1 đều nằm bên phải đường thẳng x = -1. Vậy miền Rez 
> -1 là nửa mặt phẳng phức gạch chéo trên hình vẽ. 
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2. Định nghĩa hàm biến phức: 
 a. Định nghĩa: Giả sử E là một tập hợp điểm trên mặt phẳng phức. Nếu có một 
quy luật cho ứng với mỗi số phức z∈E một số phức xác định w  thì ta nói rằng w là 
một hàm số đơn trị của biến phức z xác định trên E và ký hiệu: 
  w = f(z), z∈E          (1) 
Tập E được gọi là miền xác định của hàm số. Nếu ứng với một giá trị z∈E ta có nhiều 
giá trị của w thì ta nói w là một hàm đa trị. Sau này khi nói đến hàm số mà không nói 
gì thêm thì đó là một hàm đơn trị. 

Ví dụ: Hàm w = 
z
1  xác định trong toàn bộ mặt phẳng phức trừ điểm z = 0 

   Hàm w = 
1z

z
2 +

 xác định trong toàn bộ mặt phẳng phức trừ điểm z = ±j vì z2+1 

= 0 khi z = ±j  
 Hàm 1zzw ++=  xác định trong toàn bộ mặt phẳng phức. Đây là một hàm 
đa trị. Chẳng hạn, với z = 0 ta có 1w = . Vì 1 = cos0 + j sin0 nên w có hai giá trị: 

1
2
0sinj

2
0cosw1 =+=  

 1sinjcos
2
20sinj

2
20cosw 2 −=π+π=

π+
+

π+
=  

nên ứng với z = 0 ta có hai giá trị w1 = 1 và w1 = -1 
b. Phần thực và phần ảo của hàm phức: Cho hàm w = f(z) nghĩa là cho phần 

thực u và phần ảo v của nó. Nói khác đi u và v cũng là hai hàm của z. Nếu z= x+jy thì 
có thể thấy u và v là hai hàm thực của các biến thực độc lập x và y. Tóm lại. cho hàm 
phức w = f(z) tương đương với việc cho hai hàm biến thưc u = u(x, y) và v = v(x, y) 
và có thể viết w = f(z) dưới dạng: 

w = u(x, y) + jv(x, y)        (2) 
Ta có thể chuyển về dạng (2) hàm phức cho dưới dạng (1). 

Ví dụ 1: Tách phần thực và phần ảo của hàm phức 
z
1w =  

Ta có: 

222222 yx
jy

yx
x

yx
jyx

)jyx)(jyx(
jyx

jyx
1

z
1w

+
−

+
=

+
−

=
−+

−
=

+
==  

Vậy: 

  2222 yx
yv

yx
xu

+
−=

+
=    

     
Ví dụ 2: Tách phần thực và phần ảo của hàm w = z3

Ta có:  )yyx3(j)xy3x(yjxyj3yjx3x)jyx(zw 322333222333 −+−=+++=+==
Vậy:  3223 yyx3vxy3xu −=−=
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Ví dụ 3: Cho hàm . Hãy biểu diễn w theo z = x + jy và )yx(jyxw 22 ++−= z= x - 
jy 

Vì  
2

zzx +
=  và 

j2
zzy −

=  nên: 

( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
+

+−−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
22

2
zz

2
zzjzz

2
j

2
zzw   

Rút gọn ta có: 

jzzz)j1(
2
1)zz)(j1(

4
1w 22 ++++−=  

 
Ví dụ 4: Cho w = x2 - y2 + 2jxy. Hãy biểu diễn w theo z 

Ta có: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
j2
zz

2
zzj2

2
zzj

2
zzw

2
2

2

 

Hay:   2
2222

z
2
zz

2
zz

2
zz

2
zz2

2
zz

2
zzw =

−
+

+
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=  

 
3. Phép biến hình thực hiện bởi hàm biến phức: Để biểu diễn hình học một hàm 
biến số thực ta vẽ đồ thị của hàm số đó. Để mô tả hình học một hàm biến số phức ta 
không thể dùng phương pháp đồ thị nữa mà phải làm như sau: 

Cho hàm biến phức w = f(z), z∈E. Lấy hai mặt phẳng phức xOy (mặt phẳng z) 
và uOv (mặt phẳng w). Ví mỗi điểm z0∈E ta có một điểm w0 = f(z0) trong mặt phẳng 
w. Cho nên về mặt hình học, hàm w = f(z0 xác định một phép biến hình từ mặt phẳng 
z sang mặt phẳng w. Điểm w0 được gọi là ảnh của z0 và z0 là nghịch ảnh của w0. 
Cho đường cong L có phương trình tham số x = x(t), y = y(t). Ảnh của L qua phép 
biến hình w = f(z) = u(x, y) + jv(x, y) là tập hợp các điểm trong mặt phẳng w có toạ 
độ: 
 u = u[x(t), y(t)]         (3) 
 v = v[x(t), y(t)] 
Thông thường thì ảnh của đường cong L là đường cong Γ có phương trình tham số (3) 
Muốn  được  phương trình quan hệ trực tiếp giữa u và v ta khử t trong (3). Muốn tìm 
ảnh của một miền G ta coi nó được quét bởi họ đường cong L.Ta tìm ảnh Γ của L. 
Khi L quét nên miền G thì Γ quét nên miền ∆ là ảnh của G. 
 
4. Các hàm biến phức thường gặp: 

a. Ví dụ 1: Hàm w = kz (k > 0) 
Đặt z = rejϕ , w = ρejθ

 =  krejϕ . Ta có ρ = kr, θ = ϕ + 2kπ . Vậy đây là một phép co 
dãn hay phép đồng dạng với hệ số k 
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 y 

1 
x 

z 

k 

v 

w 
 
 
 
 u 
 

 
 
 
b. Ví dụ 2: w = zejα (α ∈ R) 

Đặt z = rejϕ , w = ρejθ
 = rejϕejα = rej(α+ϕ). Ta có ρ = r, θ = ϕ + α + 2kπ. Như vậy đây là 

phép quay mặt phẳng z một góc α. 
v 

w

r 

 
 
 
 
 
 
 
   c. Ví dụ 3: w = z + b với b = b1 + jb2

y 

r 
x 

z 

u 

Đặt z = x + jy w = u + jv, ta có: 
 u = x + b1 ; v = y + b2
Vậy đây là một phép tịnh tiến 

w

b 

 

b 

z 

x 

y 
 
 
 
 
 
 

 
d. Ví dụ 4: w = az + b với a = kejα là phép biến hình tuyến tính nguyên. Nó là 

hợp của ba phép biến hình: 
- phép co dãn s = kz 
- phép quay t = sjα  
- phép tịnh tiến w = t + b 
 
e. Ví dụ 5: w = z2

Đặt z = rejϕ , w = ρejθ
  ta có: ρ = r2 ; θ = 2ϕ + 2kπ. Mỗi tia z = ϕo biến thành tia argw 

= 2ϕo, mỗi đường tròn | z | = ro biến thành đường tròn | w | = . Nếu D = {z: 0 < ϕ < 
2π } thì f(D) = {-w: 0 < θ < 2π } nghĩa là nửa mặt phẳng phức có Imz > 0 biến thành 
toàn bộ mặt phẳng phức w. 

2
or
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f. Ví dụ 6: w = | z |. z 
Đặt z = rejϕ , w = ρejθ

  ta có: ρ = r2 ; θ = ϕ + 2kπ. Miền D = {z: 0 < ϕ < π } được biến 
đơn diệp lên chính nó, nghĩa là nửa mặt phẳng phức Imz > 0 được biến thnàh nửa mặt 
phẳng phức Imw > 0. 

 
g. Ví dụ 7: 3 zw =  

Với z ≠ 0 thì w có 3 giá trị khác nhau. Đặt z = rejϕ , w = ρejθ
  ta có: 3 r=ρ ; 

3
k2

3k
π

+
ϕ

=θ . Miền D = {z: 0 < ϕ < π } có ảnh là ba miền: 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ π

<θ<=
3

0:wB1 ; 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ π<θ<

π
=

3
2:wB2 ; 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ π

−<θ<
π

−=
33

2:wB3  

 
§3. ĐẠO HÀM CỦA HÀM PHỨC 

1. Giới hạn của hàm biến phức: Định nghĩa giới hạn và liên tục của hàm biến phức 
cũng tương tự như hàm biến thực. 
a. Định nghĩa 1: Giả sử f(z) là hàm xác định trong lân cận của zo(có thể trừ zo). Ta 
nói số phức A là giới hạn của f(z) khi z dần tới zo nếu khi | z - zo | → 0 thì | f(z)-A→0.  
Nói khác đi, với mọi ε > 0 cho trước, luôn  luôn  tồn  tại δ > 0 để khi | z - zo | < δ thì 
|f(z)-A| < ε. 
Ta kí hiệu:  A)z(flim

ozz
=

→
  

Dễ dàng thấy rằng nếu f(z) = u(x,y) +jv( x,y) ; zo = xo + jyo; A = α+ jβ thì: 
β=α=⇔=

→
→

→
→→

)y,x(vlim)y,x(ulimA)z(flim
oyy
oxx

oyy
oxxozz

 

Trong mặt phẳng phức, khi z dần tới zo nó có thể tiến theo nhiều đường khác 
nhau. Điều đó khác với trong hàm biến thực, khi x dần tới xo, nó tiến theo trục Ox. 
 

b. Định nghĩa 2: Ta nói số phức A là giới hạn của hàm w = f(z) khi z dần ra vô 
cùng, nếu khi | z | → +∞ thì | f(z) - A | → 0. Nói khác đi, với mọi ε > 0 cho trước, luôn  
luôn  tồn  tại R > 0 để khi | z | > R thì | f(z) - A | < ε. 
Ta kí hiệu:    A)z(flim

z
=

∞→

 
c. Định nghĩa 3: Ta nói hàm w = f(z) dần ra vô cùng khi z dần tới zo, nếu khi | 

z - zo | → 0 thì | f(z) | → +∞. Nói khác đi, với mọi M > 0 cho trước lớn tuỳ ý, luôn  
luôn  tồn  tại δ > 0 để khi | z - zo | < δ  thì | f(z) | > M. 
Ta kí hiệu:  ∞=

→
)z(flim

ozz
  

d. Định nghĩa 4: Ta nói hàm w = f(z) dần ra vô cùng khi z dần ra vô cùng, nếu 
khi | z | → +∞ thì | f(z) | → +∞. Nói khác đi, với mọi M > 0 cho trước lớn tuỳ ý, luôn  
luôn  tồn  tại R > 0 để khi | z | > R thì | f(z) | > M. 
Ta kí hiệu:    ∞=

∞→
)z(flim

z
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2. Hàm liên tục: Ta định nghĩa hàm liên tục như sau: 
Định nghĩa: Giả sử w = f(z) là một hàm số xác định trong một miền chứa điểm 

zo. Hàm được gọi là liên tục tại zo nếu )z(f)z(flim o
ozz

=
→

 

Dễ thấy rằng nếu f(z ) = u(x, y) + jv(x, y) liên tục tại zo = xo + jyo thì u(x, y) và 
v(x, y) là những hàm thực hai biến, liên tục tại (xo, yo) và ngược lại. Hàm w = f(z) liên 
tục tại mọi điểm trong miền G thì được gọi là liên tục trong miền G. 
Ví dụ: Hàm w = z2 liên tục trong toàn bộ mặt phẳng phức vì phần thực u = x2 - y2 và 
phần ảo v = 2xy luôn luôn liên tục. 
 
3. Định nghĩa đạo hàm:  Cho hàm w = f(z)  xác  định  trong  một  miền  chứa  điểm  
z = x + jy. Cho z một số gia ∆z = ∆x + j∆y. Gọi ∆w là số gia tương ứng của hàm: 
 ∆w = f(z + ∆z) - f(z) 

Nếu  khi ∆z → 0  tỉ số 
z
w
∆
∆  dần tới một giới hạn xác định  thì giới hạn đó được gọi là 

đạo hàm của hàm w tại z và kí hiệu là f’(z) hay w’( ) hay z
dz
dw . Ta có: 

z
)z(f)zz(flim

z
wlim)z('f

0z0z ∆
−∆+

=
∆
∆

=
→∆→∆

      (4) 

Về mặt hình thức, định nghĩa này giống định nghĩa đạo hàm của hàm biến số thực. 

Tuy nhiên ở đây đòi hỏi 
z

w

∆
∆ phải có cùng giới hạn khi ∆z → 0 theo mọi cách. 

Ví dụ 1:  Tính đạo hàm của w = z2 tại z. 
Ta có : ∆w = (z + ∆z)2 - z2 = 2z.∆z + ∆z2

 
z
w
∆
∆ = 2z + ∆z 

Khi ∆z → 0 thì 
z
w
∆
∆ → 2z. Do vậy đạo hàm của hàm là 2z. 

Ví dụ 2:  Hàm jyxzw −== có đạo hàm tại z không 
Cho z một số gia ∆z = ∆x + j∆y. Số gia tương ứng của w là: 

yjxzzzzzzzw ∆−∆=∆=−∆+=−∆+=∆  

Nếu ∆y = 0 thì ∆z = ∆x khi đó ∆w = ∆x ; 1
x
w

z
w

=
∆
∆

=
∆
∆  nên 1

x
wlim

0x
0y

=
∆
∆

→∆
→∆

 

∆x = 0 thì ∆z = -j∆y khi đó ∆w = -j∆y ; 1
yj

w
z
w

−=
∆
∆

=
∆
∆  nên 1

x
wlim

0x
0y

−=
∆
∆

→∆
→∆

 

Như vậy khi cho ∆z → 0 theo hai đường khác nhau tỉ số 
z
w
∆
∆  có những giới hạn khác 

nhau. Vậy hàm đã cho không có đạo hàm tại mọi z. 
3. Điều kiện khả vi: Như thế ta phải tìm điều kiện để hàm có đạo hàm tại z. Ta có 
định lí sau: 
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Định lí: Nếu hàm w = f(z) = u(x, y) + jv(x, y) có đạo hàm tại z, thì phần thực u(x, y) 
và phần ảo v(x, y) của nó có đạo hàm riêng tại (x, y) và các đạo hàm riêng đó thoả 
mãn hệ thức: 

x
v

y
u;

y
v

x
u

∂
∂

−=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂        (5) 

(5) là điều kiện Cauchy - Riemann. Đây là điều kiện cần. 
Ngược lại nếu các hàm số u(x, y) và v(x, y) có các đạo hàm riêng liên tục, thoả mãn 
điều kiện C - R thì hàm w = f(z) có đạo hàm tại z = x + jy và được tính theo công 
thức: 
  xx vju)z(f ′+′=′
Đây là điều kiện đủ. 
Ta chứng minh điều kiện cần: Giả sử f’(z) tồn tại, nghĩa là giới hạn của tỉ số:  

[ ] [ ]
yjx
vju

yjx
)y,x(v)yy,xx(vj)y,x(u)yy,xx(u

yjx
)y,x(v)y,x(u)yy,xx(jv)yy,xx(u

z
w

∆+∆
∆+∆

=
∆+∆

−∆+∆++−∆+∆+
=

∆+∆
−−∆+∆++∆+∆+

=
∆
∆

 

bằng f’(z) khi ∆z → 0 theo mọi cách. Đặc biệt khi ∆z = ∆x thì: 

x
vj

x
u

z
w xx

∆
∆

+
∆
∆

=
∆
∆   

Trong đó ∆u = ∆xu là số gia riêng của u đối với x. 
Cho ∆x → 0, theo giả thiết thì vế trái dần tới f’(z). Do đó vế phải cũng có giới hạn là 
f’(z). Từ đó suy ra: 

x
ux

∆
∆   có giới hạn là  

x
u
∂
∂  

x
vx

∆
∆   có giới hạn là  

x
v
∂
∂  

và:  
x
vj

x
u)z(f

∂
∂

+
∂
∂

=′          (6) 

Tương tự, khi ∆z = ∆y thì: 

  
y
u

j
y
v

yj
vju

z
w yyyy

∆
∆

−
∆
∆

=
∆
∆+∆

=
∆
∆  

Cho ∆z → 0 ta có: 
y
uj

y
v)z(f

∂
∂

−
∂
∂

=′        (7) 

So sánh (6) và (7) ta có: 

y
uj

y
v

x
vj

x
u

∂
∂

−
∂
∂

≡
∂
∂

+
∂
∂  

Từ đây ta rút ra điều kiện C - R: 

 
y
u

x
v;

y
v

x
u

∂
∂

−=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂  

 
15



MATHEDUCARE.COM

Tiếp theo ta chứng minh điều kiện đủ: Giả sử các hàm u(x, y) và v(x, y) có các đạo 
hàm riêng liên tục tại (x, y) và các đạo hàm đó thoả mãn điều kiện C - R. Ta cần 

chứng minh 
z
w
∆
∆ có giới hạn duy nhất khi ∆z → 0  theo mọi cách. 

Ta viết:  
yjx
vju

z
w

∆+∆
∆+∆

=
∆
∆         (8) 

Từ giả thiết ta suy ra u(x, y) và v(x, y) khả vi, nghĩa là: 

yxy
y
ux

x
uu 21 ∆α+∆α+∆

∂
∂

+∆
∂
∂

=∆  

yxy
y
vx

x
vv 21 ∆β+∆β+∆

∂
∂

+∆
∂
∂

=∆  

Trong đó α1, α2, β1, β2 → 0 khi ∆x → 0, ∆y → 0(tức là ∆z → 0). Thay vào (8) các kết 
quả này ta có: 

yjx

yxy
y
vx

x
vjyxy

y
ux

x
u

z
w 2121

∆+∆

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∆β+∆β+∆

∂
∂

+∆
∂
∂

+∆α+∆α+∆
∂
∂

+∆
∂
∂

=
∆
∆  

( ) ( )
yjx

yjxj
yjx

y
y
vjx

x
vjy

y
ux

x
u

2211

∆+∆
∆β+α+∆β+α

+
∆+∆

∆
∂
∂

+∆
∂
∂

+∆
∂
∂

+∆
∂
∂

=  

Do điều kiện C - R, ta có thể lấy ∆x + j∆y làm thừa số chung trong tử số của số hạng 
thứ nhất bên vế phải: 

( ) ( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

∆+∆=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−∆+∆+
∂
∂

∆+∆=

∆
∂
∂

+∆
∂
∂

−∆
∂
∂

+∆
∂
∂

=∆
∂
∂

+∆
∂
∂

+∆
∂
∂

+∆
∂
∂

y
uj

x
uyjx

y
ujyjx

x
uyjx

y
x
ujx

y
ujy

y
ux

x
uy

y
vjx

x
vjy

y
ux

x
u

 

Vậy: ( ) ( )
yjx

yjxj
y
uj

x
u

z
w 2211

∆+∆
∆β+α+∆β+α

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=
∆
∆     (9) 

Chú ý là khi ∆x → 0, ∆y → 0 thì số hạng thứ 2 bên vế phải dần tới 0. Thật vậy: 

1
yx

x
yjx

x
yjx

x
22
≤

∆+∆

∆
=

∆+∆
∆

=
∆+∆

∆  

( ) 1111 j
yjx

xj β+α≤
∆+∆

∆
β+α  

Khi ∆x → 0, ∆y → 0 thì α1 → 0 và β1 → 0, Vậy ( ) 0
yjx

xj 11 →
∆+∆

∆
β+α  

Tương tự ta chứng minh được rằng ( ) 0
yjx

yj 22 →
∆+∆

∆
β+α  
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Cho nên nếu cho ∆z → 0 theo mọi cách thì vế phải của (9) sẽ có giới hạn là 

y
uj

x
u

∂
∂

−
∂
∂ . 

Vậy vế trái cũng dần tới giới hạn đó, nghĩa là ta đã chứng minh rằng tồn tại  

y
uj

x
u)z(f

∂
∂

−
∂
∂

=′ . 

Do điều kiện C - R nên ta có thể tính đạo hàm bằng nhiều biểu thức khác nhau: 

x
vj

y
v

y
uj

x
u

y
uj

y
v

x
vj

x
u)z(f

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

=′  

Ví dụ 1: Tìm đạo hàm của hàm số w = excosy + jexsiny. 
Hàm có đạo hàm tại mọi điểm vì điều kiện C - R luôn luôn thoả mãn. 
Thật vậy:   u = excosy, v = exsiny 
   y

x

x vycoseu ′==′

  x

x

y vysineu ′−=−=′  

wysinjeycose
dz
dw xx =+=  

 
Ví dụ 2: Tìm đạo hàm của hàm w = x + 2y + j(2x + y) 
 u = x + 2y 
 v = 2x + y 

2v2u,v1u xyyx −=′−≠=′′==′  
 

Ví dụ 3: Xét sự khả vi của hàm w = z2 = (x2 - y2) + 2jxy. 

Vì  
x
vy2

y
u;

y
vx2

x
u

∂
∂

=−=
∂
∂

∂
∂

==
∂
∂   tại  mọi điểm hữu hạn. w = z2 khả vi tại mọi điểm 

z ≠ ∞ và z’ = 2z. 
 
Ví dụ 4: Xét sự khả vi của hàm w = z.Rez = x2 + jxy. 
Do hệ phương trình: 

x
vy0

y
u

y
vxx2

x
u

∂
∂

=−==
∂
∂

∂
∂

===
∂
∂

 

chỉ thoả mãn tại điểm (0, 0) nên w chỉ khả vi tại z = 0 
4. Các quy tắc tính đạo hàm: Vì định nghĩa đạo hàm của hàm biến phức giống định 
đạo hàm của hàm biến thực, nên các phép tính đạo hàm của tổng, tích, thương hàm 
hợp hoàn toàn tương tự như đối với hàm thực. 
 Giả sử các hàm f(z) và g(z) có đạo hàm tại z. Khi đó: 
 [ f(z) + g(z) ]’ = f’(z) + g’(z) 
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 [ f(z).g(z) ]’ = f’(z).g(z) + g’(z).f(z) 

 
)z(g

)z('g).z(f)z(g).z('f
)z(g
)z(f

2

−
=

′

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡  

Nếu w = f(z) , z = ϕ(ζ) đều là các hàm có đạo hàm, thì đạo hàm của hàm hợp w = 
f[ϕ(ζ)] là: 

ζ
=

ζ d
dz.

dz
dw

d
dw  

Nếu f(z) là hàm đơn diệp có hàm ngược là h(w), thì: 

0)w('h,
)w('h

1)z('f ≠=  

 
5. Ý nghĩa hình học của đạo hàm: Giả thiết hàm w = f(z) có đạo hàm tại mọi điểm 
trong lân cận điểm zo và f’(zo) ≠ 0. 

a. Ý nghĩa hình học của Arg f’(zo): Phép biến hình w = f(z) biến điểm zo thành 
điểm wo = f(zo). Gọi Mo là toạ vị của zo và Po là toạ vị của wo. Cho một đường cong 
bất kì đi qua Mo và có phương trình là z(t) = x(t) + jy(t). Giả sử: 

z’(to) = x’(to) + jy’(to) ≠ 0 
nghĩa là haí số x’(to) và y’(to) không đồng thời triệt tiêu khi t = to. Vậy đường cong L 
có tiếp tuyến tại Mo mà ta gọi là MoT. 

Γ

P

Po 

v 

u O 

 
L

Mo 

T

M

y 

x O 

 
 
 
 

τ 
 
 
 
 
 
 Gọi Γ là ảnh của đường cong L qua phép biến hình. Hiển nhiên đường cong đi 
qua điểm Po và có phương trình w = w(t) = f[z(t)]. Theo công thức đạo hàm hàm hợp 
ta có w’(to) = f’(zo).z’(to). Theo giả thiết  thì f’(zo) ≠ 0, z’(to) ≠ 0 nên w’(to) ≠ 0. Như 
vậy tại P0, đường cong Γ có tiếp tuyến Poτ. Bây giờ ta lấy z là điểm khác thuộc L. Nó 
có ảnh là w ∈ Γ. Theo định nghĩa đạo hàm: 

)z(f
zz
wwlim o

0

0

ozz
′=

−
−

→
        (12) 

Vậy  [ ])zz(Arg)ww(Arglim
zz
wwArglim)z(fArg oo

ozz
o

o

ozzo −−−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=′
→→

 

Gọi M, P lần lượt là toạ vị của z và w thì đẳng thức trên được viết là: 
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( ) ( )MM,OxlimPP,Oulim)z(fArg o
LP

oMMo
P

oPPo
∈
→

Γ∈
→

−=′  

Vì khi P → Po, cát tuyến PoP dần tới tiếp tuyến Poτ với Γ; khi M → Mo, cát tuyến 
MoM dần tới tiếp tuyến MoT với L nên: 

( ) ( )TM,OxP,Ou)z(fArg ooo −τ=′       (13) 
hay: ( ) ( )TM,Ox)z(fArgP,Ou ooo +′=τ  
Từ đó suy ra Argf’(zo) là góc mà ta cần quay tiếp tuyến MoT với đường cong L tại Mo 
để được hướng của tiếp tuyến Poτ với đường cong Γ tại Po. 

Bây giờ ta xét hai đường cong bất kì L và L’ đi qua Mo, lần lượt có tiếp tuyến 
tại Mo là MoT và MoT’. Gọi Γ và Γ’ là ảnh của L và L’qua phép biến hình w = f(z). Γ 
và Γ’ lần lượt có tiếp tuyến tại Po là Poτ và Poτ’. Theo kết quả trên: 

( ) ( )TM,OxP,Ou)z(fArg ooo −τ=′  
Do (13) được thiết ập với L và Γ bất kì nên: l

( ) ( )'TM,Ox'P,Ou)z(fArg ooo −τ=′  
Từ đó suy ra: 

( ) ( ) ( ) ( )TM,OxTM,OxP,OuP,Ou oooo +′=τ−τ′  
Vậy góc giữa hai đường cong L và L’ bằng góc giữa hai ảnh Γ và Γ’ cả về độ lớn và 
hướng. Ta nói phép biến hình w = f(z) bảo toàn góc giữa hai đường cong hay phép 
biến hình w = f(z) là bảo giác.  
 b. Ý nghĩa của | f’(zo) |: Do (12) ta có: 

MMlim

PPlim

zz
ww

lim
zz
wwlim)z(f

o
oMM

o
oPP

o

o

ozz
o

o

ozz0

→

→

→→
=

−
−

=
−
−

=′  

Với ∆z = z - zo khá nhỏ thì ∆w cũng khá nhỏ và ta có: 

MM
PP)z(f

o

o
0 ≈′  

hay: MM.)z(fPP o0o ′≈         (15) 
Nếu 1)z(f o >′  thì PoP > MoM và ta có một phép biến hình dãn. Nếu 1)z(f o <′  thì 
PoP < MoM và ta có một phép biến hình co.  
Công thức (15) đúng với mọi cặp M và P nên ta nói )z(f o

′  là hệ số co dãn của phép 
biến hình tại zo. 
 Trên đây ta đã giả thiết f’(zo) ≠ 0. Nếu f’(zo) = 0 thì kết quả trên không đúng 
nữa. 
Ví dụ: Xét hàm w = z2.  
Qua phép biến hình này, nửa trục dương Ox (argz = 0), có ảnh là nửa trục dương 

Ou(argw = 0). Nửa trục Oy dương ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

=
2

zarg  có ảnh là nửa trục Ou âm (argw = π). 
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Như vậy góc giữa hai tia Ox và Oy không được bảo toàn qua phép biến hình. Sở dĩ 
như vậy vì w’(0) = 0. 
 
6. Hàm giải tích:  
 a. Định nghĩa 1: Giả sử G là một miền mở. Nếu hàm w = f(z) có đạo hàm f’(z) 
tại mọi điểm thuộc G thì nó được gọi là giải tích trong miền G. Hàm số w = f(z) được 
gọi là giải tích tại điểm z nếu nó giải tích trong một miền lân cận nào đó của z. Trên 
kia ta chỉ định nghĩa hàm số giải tích trong một miền mở. Giả sử miền G giới hạn bởi 
đường cong kín L. Nếu hàm w = f(z) giải tích trong một miền mở chứa G , thì để cho 
gọn ta nói nó giải tích trong miền kín G . 
 b. Định nghĩa 2: Những điểm tại đó w = f(z) không giải tích, được gọi là các 
điểm bất thường của hàm số đó. 
Ví dụ:- Hàm  w = z2 giải tích trong toàn C  
  - Hàm w = excosy + j exsiny giải tích trong toàn C  
 - Hàm zw = không giải tích ∀z ∈ C  

 - 
z

1
w =  giải tích trong toàn C trừ z = 0. Điểm z = 0 là điểm bất thương duy 

nhất của hàm 
 - Hàm w = zRez chỉ thoả mãn điều kiện C - R tại z = 0. Vậy nó không giải tích 
trong toàn C. 
 c. Tính chất của hàm giải tích:  

- Tổng, tích của hai hàm giải tích là một hàm giải tích 
- Thương của hai hàm giải tích là một hàm giải tích trừ điểm làm cho mẫu số 

triệt tiêu. 
- Hợp của hai hàm giải tích là một hàm giải tích. 
- Hàm ngược của một hàm giải tích đơn diệp có đạo hàm khác không là một 

hàm giải tích đơn diệp. 
Ví dụ: - w = z2 + z là một hàm giải tích trong toàn C vì nó là tổng của hai hàm giải 
tích trong C 

   - 
1z

zw 2 +
=  giải tích tại mọi điểm trừ z = ±j 

  
7. Quan hệ giữa hàm giải tích và hàm điều hoà: Cho hàm 

giải tích trong miền đơn liên G. Phần thực u(x, y) và 
phần ảo v(x, y) là những hàm điều hoà trong G, nghĩa là chúng thoả mãn phương trình 
Laplace: 

)y,x(jv)y,x(u)z(fw +==

G)y,x(0
y
v

x
vv0

y
u

x
uu 2

2

2

2

2

2

2

2

∈=
∂
∂

+
∂
∂

=∆=
∂
∂

+
∂
∂

=∆  

Thật vậy, theo giả thiết, điều kiện C - R thoả mãn, tức là: 
xyyx vuvu ′−=′′=′  

Lấy đạo hàm hai vế của đẳng thức thứ nhất theo x và đạo hàm hai vế đẳng thức thứ 
hai theo y ta có:  
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xyyyxxx vuvu ′′−=′′′′=′′  

Cộng hai đẳng thức ta có: 0
y
u

x
uu 2

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

=∆  

Tương tự ta chứng minh được: 0
y
v

x
vv 2

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

=∆  

 Ngược lại, cho trước hai hàm điều hoà bất kì u(x, y) và v(x, y) thì nói chung, 
hàm w = u(x, y )+ jv(x, y) không giải tích. Muốn w = u + jv giải tích thì u và v phải là 
hai hàm điều hoà liên hợp, nghĩa là thoả mãn điều kiện C - R. Vì cho trước một hàm 
điều hoà, ta có thể tìm được hàm điều hoà liên hợp với nó nên cho trước phần thực 
hay phần ảo của một hàm giải tích ta tìm được hàm giải tích đó. Phương pháp tìm 
hàm v(x, y) điều hoà liên hợp với u(x, y) cho trước trong một miền đơn liên G như 
sau: 
 Do điều kiện C - R ta biết được các đạo hàm riêng của v(x, y) là: 

xyyx uvuv ′=′′−=′  
Vậy bài toán được đưa về tìm hàm v(x, y) biết rằng trong miền đơn liên G nó có vi 
phân : 
 dyudxudyvdxvdv xyyx ′+′−=′+′=  

A

Mo 

M(x,y)

yo 

x0 x 

y 

O 

Bài toán này có nghĩa vì vế phải là vi phân toàn 
phần. Thật vậy, nếu đặt yuP ′−= và xuQ ′= thì 

điều kiện 0uu
y
P

x
Q

yyxx =′′+′′=
∂
∂

−
∂
∂ được thoả 

mãn. Theo kết quả giải tích thì: 

   (16) Cdyudxu)y,x(v
)y,x(

)oy,ox(
xy +′+′−= ∫

Trong đó tích phân (không  phụ thuộc đường đi)  
được lấy dọc theo đường bất kì nằm trong G, đi từ điểm (xo, yo) đến điểm (x, y), còn 
C là một hằng số tuỳ ý. Nếu tích phân được tính dọc theo đường gấp khúc MoAM thì: 

  Cdy)y,x(udx)y,x(u)y,x(v
x

ox

y

oy
xy +′+′−= ∫ ∫

Ví dụ 1: Cho hàm u = x2 - y2 +2x. Tìm v(x,y) và f(z) 
Đây là một hàm điều hoà trong toàn mặt phẳng vì ∆u = 0 ∀(x,y).  
Theo (16) ta chọn xo = yo = 0 

  Cy2xy2Cdy2ydx2)y,x(v
x

0

y

0

++=++= ∫ ∫
Vây: f(z) = u + jv = x2 - y2 +2x + j(2xy + 2y + C) = (x2 + 2jxy - y2) + (2x + 2jy) + jC 
                 = (x + jy)2 + 2(x + jy) = jC = z2 + 2z + jC 
f(z) là một hàm giải tích trong toàn C. 

Ví dụ 2: Cho hàm )yxln(
2
1)y,x(u 22 += . Tìm f(z) 
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Đây là một hàm điều hoà trong toàn bộ miền G trừ điểm gốc toạ độ. Dùng (16) ta xác 
định được hàm điều hoà liên hợp: 
 v(x,y) = Arg(x + jy) + C 
Vì Argz xác định sai khác 2kπ, nên v(x, y) là một hàm đa trị. 
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CHƯƠNG 2: PHÉP BIẾN HÌNH BẢO GIÁC  
VÀ CÁC HÀM SƠ CẤP CƠ BẢN 

 
§1.  KHÁI NIỆM VỀ BIẾN HÌNH BẢO GIÁC  

1. Phép biến hình bảo giác: 
 a. Định nghĩa: Một phép biến hình được gọi là bảo giác tại z nếu nó có các tính 
chất: 
 - Bảo toàn góc giữa hai đường cong bất kì đi qua điểm z (kể cả độ lớn và 
hướng) 
 - Có hệ số co dãn không đổi tại điểm đó, nghĩa là mọi đường cong đi qua z đều 
có hệ số co dãn như nhau qua phép biến hình. 
Nếu phép biến hình là bảo giác tại mọi điểm của miền G thì nó được gọi là bảo giác 
trong miền G. 
 b. Phép biến hình thực hiện bởi hàm giải tích: Cho hàm w = f(z) đơn diệp, 
giải tích trong miền G. Do ý nghĩa hình học của f’(z) ta thấy rằng phép biến hình được 
thực hiện bởi hàm w = f(z) là bảo giác tại mọi điểm mà f’(z) ≠ 0. 
 Nếu chỉ xét trong một lân cận nhỏ của điểm z, thì phép biến hình bảo giác là 
một phép đồng dạng do tính chất bảo toàn góc. Các góc tương ứng trong hai hình là 
bằng nhau. Mặt khác nếu xem hệ số co dãn là không đổi thì tỉ số giữa hai cạnh tương 
ứng là không đổi. 
 Ngược lại người ta chứng minh được rằng phép biến hình w = f(z) đơn diệp là 
bảo giác trong miền G thì hàm w = f(z) giải tích trong G và có đạo hàm f’(z) ≠ 0. 

 
2. Bổ đề Schwarz: Giả  sử hàm f(z) giải  tích trong hình tròn | z | < R và f(0) = 0. Nếu 
| z) | ≤ M với mọi z mà | z | < R thì ta có: 

R|z|,z
R
M)z(f <≤  

Trong đó đẳng thức xảy ra tại z1 với 0 < | z | < R chỉ khi z
R

Me)z(f
jα

= , α thực. 

3. Nguyên lí đối xứng: Trước hết ta thừa nhận một tính chất đặc biệt của hàm biến 
phức mà hàm biến số thực không có, đó là tính duy nhất, được phát biểu như sau: Giả 
sử hai hàm f(z) và g(z) cùng giải tích trong miền D và thoả mãn f(z) = g(z) trên một 
cung L nào đó nằm trong D, khi đó f(z) = g(z) trên toàn miền D. 
 Giả sử D1 và D2 nằm kề nhau và có biên chung là L 
 

z 

x 

y 

L 
D2 

O

D1 

u 

v 

O 
w 
T

B2 

B1 
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Giả sử f1(z) giải tích trong D1 và f2(z) giải tích trong D2. Nếu f1(z) = f2(z) trên L thì ta 
gọi f2(z) là thác triển giải tích của f1(z) qua L sang miền D2. Theo tính duy nhất của 
hàm giải tích nếu f3(z) cũng là thác triển giải tích của f1(z) qua L sang miền D2 thì ta 
phải có f3(z) = f2(z) trong D2. Cách nhanh nhất để tìm thác triển giải tích của một hàm 
cho trước là áp dụng nguyên lí đối xứng sau đây: 
 Giả sử biên của miền D1 chứa một đoạn thẳng L và f1(z) biến bảo giác D1 lên B1 
trong đó L chuyển thành đoạn thẳng T thuộc biên của B1. Khi đó tồn tại thác triển giải 
tích f2(z) của f1(z) qua L sang miền D2 nằm đối xứng với D1 đối với L. Hàm f2(z) biến 
bảo giác D2 lên B2nằm đối xứng với B1 đối với T và hàm: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
==

22

21

11

Dtrong)z(f
L)z(f)z(f

Dtrong)z(f
)z(f  

biến bảo giác D thành B. 
 Nguyên lí đối xứng thường dùng để tìm phép biến hình bảo giác hai miền đối 
xứng cho trước. 

 
§2.  CÁC PHÉP BIẾN HÌNH QUA CÁC HÀM SƠ CẤP 

1. Phép biến hình tuyến tính: Xét hàm tuyến tính w = az + b trong đó a, b là các 
hằng số phức. Giả thiết a ≠ 0. Nếu a = | a |ejα thì w = | a |ejαz + b. Phép biến hình tuyến 
tính là bảo giác trong toàn mặt phẳng phức vì f’(z) = a ≠ 0 ∀z ∈ C. Hàm tuyến tính có 
thể coi là hợp của 3 hàm sau: 
 - ζ = kz  (k = | a | > 0) 
 - ω = ejα.ζ  (α = Arga) 

O 

α 

ζ 

z

y 

x 

ω 

w  - w = ω + b 
Nếu biểu diễn các điểm ζ, ω, w trong cùng một mặt 
phẳng thì dựa vào ý nghĩa hình học của phép nhân và 
phép cộng các số phức ta suy ra rằng: 
 - điểm ζ nhận được từ điểm z bằng phép co dẫn 
với hệ số k 
 - điểm ω nhận được từ điểm ζ bằng phép quay 
tâm O, góc quay α. 
 - điểm w nhận được từ điểm ω bằng phép tịnh 
tiến xác định bởi vec tơ biểu diễn số phức b. 
 Như vậy muốn được ảnh w của z ta phải thực hiện liên tiếp một phép co dãn, 
một phép quay và một phép tịnh tiến. Tích của 3 phép biến hình trên là một phép 
đồng dạng. Vậy phép biến hình tuyến tính là một phép đồng dạng. Nó biến một hình 
bất kì thành một hình đồng dạng với hình ấy. Đặc biệt, ảnh của một đường tròn là một 
đường tròn, ảnh của một đường thẳng là một đường thẳng. 
Ví dụ: Tìm hàm w = f(z) biến hình tam giác vuông cân A(3+ 2j), B(7 + 2j), C(5 + 4j) 
thành tam giác vuông cân có đỉnh tại O1, B1(-2j) và C1(1 - j) 
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O1 

B1 

C1 

y 

x 

O 

A B 

C

y 

x 3 7 
2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Vì các tam giác ABC và O1B1C1 đồng dạng nên phép biến hình được thực hiện bằng 
một hàm bậc nhất w = az + b. Phép biến hình này có thể phân tích thành các phép 
biến hình liên tiếp sau đây: 
 * phép tịnh tiến từ A về gốc, xác định bằng vec tơ (-3 - 2j). Phép tịnh tiến này 
được xác định bởi hàm ζ = z - (3 + 2j) 

 * phép quay quanh gốc một góc 
2
π

− , ứng với hàm 2
j

e
π

−
ζ=ω  

  * phép co dãn tâm O, hệ số 
2
1

4
2

AB
BOk 11 === , được thực hiên bằng hàm 

ω=
2
1w  

Vậy: 1j
2
3jz)j23z(

2
j)j23z(e

2
1w 2

j
−+−=−−−=−−=

π
−

 

 
2. Phép nghịch đảo: 
 a. Định nghĩa: Hai điểm A và B được gọi là đối xứng đối với đường tròn C’ 
tâm O, bán kính R nếu chúng cùng nằm trên một nửa đường thẳng xuất phát từ O và 
thoả mãn đẳng thức: 
 OA.OB = R2 

Dĩ nhiên, vì R.
OA
R

OA
ROB

2

==  nên nếu OA < R ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ >1

OA
R  thì OB > R. Ngược lại 

nếu OA > R thì OB < R. Nghĩa là trong hai điểm A và B thì một điểm nằm trong và 
một điểm nằm ngoài đường tròn. 
      Nếu A nằm trong đường tròn thì muốn được B kẻ đường AH ⊥ OA và sau đó vẽ 
tiếp tuyến HB. 
 

B 
A 

H 

O B 

H 

O A 
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Nếu A nằm ngoài đường tròn thì muốn được điểm B ta vẽ tiếp tuyến AH, sau đó kẻ 
HB ⊥ OA. 
 b. Định lí 1: Nếu A và B đối xứng với đường tròn C’ và C” là đường tròn bất kì 
đi qua A và B thì C’ và C” trực giao với nhau. 
Chứng minh: Gọi I là tâm và r là bán kính của C”. Kí hiệu PC”O là phương tích của 
điểm O đối với đường tròn C”.  
Theo giả thiết vì A và B đối xứng qua C’ nên 
OA.OB = R2. Mặt khác theo cách tính phương 
tích ta có: B 

D 

A O 

C” 

C’ 
I 

 PC”O = OA.OB = OI2 - r2 

Từ đó suy ra: 
 R2 = OI2 - r2

hay: 
 OI2 = R2

 + r2 = OD2 + ID2. 
Vậy OD ⊥ DI  
 
 c. Định lí 2: Giả sử hai đường tròn C’ và C” cùng trực giao với đường tròn C. 
Nếu C’ và C” cắt nhau tại A và B thì hai điểm A và B đối xứng qua C 
Chứng minh: Gọi I1 và I2 lần lượt là tâm của 
đường tròn C’ và C”; r1 và r2 là bán kính của 
chúng. Gọi R là bán kính của đường tròn C. 
Ta có: 

C’ 

C” 

C 
O A B  PC’O =  2

1
2
1 rOI −

 PC”O =  2
2

2
2 rOI −

Nhưng do giả thiết trực giao ta có: 
2

1
2
1 rOI − = R2

2
2

2
2 rOI − = R2 

Vây: PC’O = PC”O  
Vì điểm O có cùng phương tích với cả hai đường tròn C’ và C” nên O nằm trên trục 
đẳng phương AB của cặp vòng tròn đó. Mặt khác do PC’O = OA.OB = R2 nên A và B 
đối xứng qua C. 

 d. Phép biến hình 
z
1w = : Phép biến hình này đơn 

diệp, biến mặt phẳng phức mở rộng z (tức mặt phẳng 
phức có bổ sung thêm điểm z = ∞) lên mặt phẳng phức 
mở rộng w. Ảnh của điểm z = 0 là điểm w = ∞. Ngược lại 

ảnh của điểm z = ∞ là điểm w = 0. Vì w’ = 2z
1

−  nên 

phép biến hình bảo giác tại z ≠ 0 và z ≠ ∞.  

z 

O 

z
1w =  

z
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Ta sẽ nêu ra cách tìm ảnh của một điểm z bất kì. Chú ý là hai điểm z và w
z
1
=  đối 

xứng nhau qua đường tròn đơn vị vì ArgzzArg
z
1Arg =−= .  Mặt khác 1

z
1.z = .  

Vậy muốn được w, ta dựng w đối xứng với z qua đường tròn đơn vị rồi lấy đối xứng 

qua trục thực. Nói khác đi, phép biến hình 
z
1w =  là tích của hai phép đối xứng: 

 * phép đối xứng qua đường tròn đơn vị 
 * phép đối xứng qua trục thực 

 e. Tính chất của phép biến hình: Phép biến hình 
z
1w =  biến: 

 * một đường tròn đi qua gốc toạ độ thành một đường thẳng 
 * một đường tròn không đi qua gốc toạ độ thành một đường tròn 
 * một đường thẳng đi qua gốc toạ độ thành một đương thẳng 
 * một đường thẳng không đi qua gốc toạ độ thành một đường tròn đi qua gốc 
toạ độ. 
 Nếu coi đường thẳng là một đường tròn có bán kính vô hạn thì tính chất trên 

được phát biểu gọn lại là: Phép biến hình 
z
1w =  biến một đường tròn thành một 

đường tròn. 
Chứng minh: Xét đường cong C’ có phương trình: 
 A(x2 + y2) + 2Bx + 2Cy + D = 0 
Trong đó A, B, C, D là những hằng số thực. Viết phương trình ấy dưới dạng phức ta 
có: 

0DEzEzzAz =+++         (1) 
Trong đó E = B - jC 
Nếu A ≠ 0, D = 0 thì C’ là đường tròn đi qua gốc toạ độ. Nếu A = 0 thì C’ là đường 
thẳng. Nếu A = D = 0 thì C’ là đường thẳng đi qua gốc toạ độ. Ảnh của C’ qua phép 

biến hình 
z
1w =  là đường cong L có phương trình: 

 0D
w
E

w
E

w
1.

w
1A =+++  

hay: 0AwEwEwDw =+++        (2) 
Nếu D = 0 thì L là đường thẳng. Nếu D = A = 0 thì L là đường thẳng đi qua gốc toạ 
độ. Nếu A = 0 thì L là đường tròn đi qua gốc toạ độ. 
  Giả sử z1 và z2 là hai điểm đối xứng với nhau qua đường tròn C’. Khi đó nếu 

gọi w1 và w2 và L là ảnh của z1, z2 và C’ qua phép biến hình 
z
1w =  thì w1 và w2 đối 

xứng nhau qua C. Nói khác đi, phép biến hình 
z
1w =  bảo toàn tính đối xứng qua một 

đường tròn. 
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Chứng minh: Lấy 2 đường tròn bất kì P và Q qua z1 và z2.Theo định lí 1 thì P và Q 
cùng trực giao với C’. Qua phép biến hình, P và Q sẽ biến thành hai đường tròn L1 và 
L2 cắt nhau tại w1 và w2. Vì phép biến hình bảo giác nên L1 và L2 trực giao với C’. 
Theo định lí 2 thì w1 và w2 sẽ đối xứng với nhau qua L. 

Ví dụ 1: Tìm ảnh của hình tròn | z | < 1 qua phép biến hình 
z
1w =  

Dễ dàng thấy rằng ảnh của đường tròn | z | = a (0 < a < 1) là đường tròn 

a
1w = . Khi a biến thiên từ 0 đến 1, thì 

a
1   giảm từ +∞ đến 1. Trong khi đường tròn | 

z | = a quét nên hình tròn | z | < 1 thì ảnh của nó quét nên miền | w | > 1. 
 Tóm lại ảnh của miền | z | < 1 là miềm | w | > 1. Ảnh của đường tròn | z | = 1 là 
đường tròn | w | + 1. 
Ví dụ 2: Tìm ảnh của bán kinh OB: argz = π/6; | z | < 1 qua phép biến hình w = 1/z 
 y 

N B’ 

O x O 

M B 

x 

y  
 
 
 
 
 
 
 
 
Lấy M bất kì trên OB. Thực hiện liên tiếp phép đối xứng qua đường tròn đơn vị và 
phép đối xứng qua trục thực ta được ảnh N của nó nằm trên nửa đường thẳng sao cho: 
 OM.ON = 1 
Khi M chạy từ O đến B, N chạy từ ∞ đến B’.  
 

3. Phép biến hình phân tuyến tính 
dcz
bazw

+
+

= : Phép biến hình chỉ có ý nghĩa khi c 

và d không đồng thời triệt tiêu. Ta không xét trường hợp ad = bc vì đây là trường hợp 
tầm thường . Thật vậy nếu ad = bc thì ta có thể viết: 

  
d
b

d
b.

dbcbz
bdadz

dcz
bazw =

+
+

=
+
+

=  

Tức là mọi z 
c
d

−≠  đều có cùng một ảnh w = 
d
b .  

Vậy ta chỉ xét các trường hợp ad - bc ≠ 0. Nếu c = 0 ta được hàm tuyến tính đã xét: 

d
bz

d
aw +=  

cho nên ta giả thiết c ≠ 0.  Phép  biến hình 
dcz
bazw

+
+

=  là đơn diệp và biến toàn bộ mặt 
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 phẳng mở rộng z lên mặt phẳng mở rộng w. Mỗi điểm z 
c
d

−≠  có ảnh là điểm 

dcz
bazw

+
+

=  . Ngược lại, giải z theo w, ta được hàm ngược 
acw
bdwz

−
+−

= ; tức là mỗi 

điểm w 
c
a

≠ có nghịch ảnh là 
acw
bdwz

−
+−

= . Ảnh của điểm 
c
dz −=  là điểm w = ∞. 

Ảnh của điểm z = ∞ là w
c
a

=    

 Vì 2)dcz(
bcadw

+
−

=′  nên phép biến hình phân tuyến tính bảo giác tại mọi điểm 

c
dz −≠  và z ≠ ∞. Phân tích biểu thức của w ta được: 

dcz
1.

c
adbc

c
a

)dcz(c
adbc)dcz(a

)dcz(c
adbcadacz

)dcz(c
bcacz

dcz
bazw

+
−

+=

+
−++

=
+

−++
=

+
+

=
+
+

=
 

Từ đó suy ra phép biến hình phân tuyến tính là tích của 3 phép biến hình: 
 ζ = cz + d phép biến hình tuyến tính 

 
ζ

=ω
1  phép nghịch đảo 

c
a.

c
adbcw +ω

−
=  phép biến hình tuyến tính 

Vì mỗi phép biến hình thành phần đều biến một đường tròn thành một đường tròn và 
bảo toàn tính đối xứng của 2 điểm đối với đường tròn nên phép biến hình phân tuyến 
tính cũng có các tính chất ấy. 
 Phép biến hình phân tuyến tính tổng quát chứa 4 tham số a, b, c, d nhưng thực 
chất chỉ có 3 tham số là độc lập. Thật vậy, với giả thiết c ≠ 0, ta có: 

c
dz
c
bz

c
a

w
+

+
=  

Nếu ta đặt 
c
aa1 = , 

c
bb1 = , 

c
dd1 =  thì ta có:  

1

11

dz
bzaw

+
+

=  

Vậy muốn phép biến hình phân tuyến tính hoàn toàn xác định, ta phải cho 3 điều kiện. 
Chẳng  hạn  ta có thể  buộc nó biến 3 điểm cho trước z1, z2 và z3 lần lượt thành 3 điểm 
w1, w2 và w3. Khi đó các tham số a1, b1 và d1 là nghiệm của hệ: 
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⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=
+
+

=
+
+

=
+
+

3
1

131

2
1

121

1
1

111

w
dz

bza

w
dz

bza

w
dz

bza

 

Giải hệ này ta tính được a1, b1 và d1 rồi thay vào 
1

11

dz
bzaw

+
+

=  ta được hàm phải tìm 

dưới dạng đối xứng: 

21

31

3

2

21

31

3

2

zz
zz.

zz
zz

ww
ww.

ww
ww

−
−

−
−

=
−
−

−
−       (4) 

 
Ví dụ 1: Tìm phép biến hình bảo giác biến nửa mặt phẳng trên lên hình tròn đơn vị 
sao cho z = a với Ima > 0 thành w = 0 
 Theo tính bảo toàn vị trí điểm đối xứng thì điểm az =  phải chuyển thành điểm 
w=∞. Vậy phép biến hình phải tìm có dạng: 

az
azkw

−
−

=  

Vì z = 0 chuyển thành một điểm nào đó trên đường tròn | w | = 1 nên suy ra | k | = 1 
hay k = ejα. Vậy: 

 
az
azew j

−
−

= α  

Ví dụ 2: Biến hình tròn đơn vị thành chính nó sao cho z = a với | a | < 1 thành w = 0. 

Theo tính bảo toàn vị trí đối xứng thì điểm 
a
1b =  nằm đối xứng với a qua đường tròn 

| z | = 1phải chuyển thành điểm w = ∞. Phép biến hình cần tìm có dạng: 

za1
azK

bz
azkw

−
−

=
−
−

=  

Trong đó k và K là các hằng số nào đó. Vì z = 1 thì | w | = 1 nên ta có: 

1|K|
a1
a1K ==

−
−  nên K = eiα 

và: 
za1
azew j

−
−

= α  

Ví dụ 3: Biến nửa mặt phẳng trên thành chính nó 
Phép biến hình này được thực hiện bằng hàm phân tuyến tính biến 3 điểm z1, z2 và z3 
trên trục thực theo chiều dương của mặt phẳng z thành 3 điểm w1, w2, w3 trên trục 
thực theo chiều dương của mặt phẳng w.  
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4. Phép biến hình Giucovski: Ta gọi hàm phức ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

z
1z

2
1w  là hàm Giucovski. 

hàm này có rất nhiều ứng dụng trong kĩ thuật. Nó có một điểm bất thường hữu hạn là 

z = 0. Đạo hàm của nó là ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=′ 2z

11
2
1w , w’ = 0 tại các điểm z = ±1. Vậy phép biến 

hình Giucovski bảo giác tại mọi điểm z hữu hạn khác với điểm O và ±1. Ta hãy tìm 
miền đơn diệp của hàm. Giả sử z1 ≠ z2 nhưng: 

( ) 0
zz
11zzhay

z
1z

2
1

z
1z

2
1

21
21

2
2

1
1 =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+     (5) 

Ta thấy rằng đẳng thức (5) xảy ra khi z1.z2 = 1. Vậy phép biến hình sẽ đơn diệp trong 
mọi miền không chứa hai điểm nghịch đảo của nhau. Chẳng hạn miền | z | < 1 là miền 
đơn diệp của hàm số; miền | z | > 1 cũng là một miền đơn diệp khác. 
Ví dụ 1: Tìm ảnh của phép biến hình Giucovski của: 
 * đường tròn | z | = h 0 < h < 1 
 * đoạn thẳng Argz = α, | z | < 1 
 * hình tròn đơn vị | z | < 1 
 * nửa mặt phẳng trên, nằm ngoài hình tròn đơn vị tâm O. 
• Ta đặt z = rejϕ. Hàm Giucovski được viết thành: 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ϕ−ϕ+ϕ+ϕ=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+= ϕ

ϕ )sinj(cos
r
1)sinj(cosr

2
1

re
1re

2
1jvuw j

j  

Tách phần thực và phần ảo ta có: 

ϕ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += cos

2
1r

2
1u  

ϕ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= sin

2
1r

2
1v  

Từ đó suy ra ảnh của đường tròn | z | = r = h có phương trình tham số là:  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

ϕ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=ϕ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

ϕ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

sinh
h
1

2
1sin

h
1h

2
1v

cos
h
1h

2
1u

 

Trong đó ϕ là tham số. Đó là một elip (γ), có tâm O và các bán trục ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

h
1h

2
1a  và 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= h

h
1

2
1b , tiêu cự 2

h
1h

4
1

h
1h

4
12bac2

22
22 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=−= . Các tiêu điểm 

của elip là F1(-1, 0) và F2(1, 0). Khi ϕ biến thiên từ 0 đến 2π, điểm z chạy dọc đường 
tròn | z | = h theo hướng dương trong khi ảnh w tương ứng của nó chạy trên ellip theo 
hướng âm của mặt phẳng. 
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Vì khi 0 < ϕ < π thì v < 0 và khi π <ϕ < 2π thì v > 0 nên ảnh của nửa đường 
tròn trên là nửa elip dưới, ảnh của nửa đường tròn dưới là elip trên. 

Chú ý là khi h → 0 thì các bán trục a, b của elip dần ra ∞, nghĩa là nếu đường 
tròn | z | = h càng nhỏ thì ảnh của nó có các bán trục càng lớn. Khi h → 1thì a → 1 và 
b → 0, nghĩa là nếu đường tròn | z | = h càng dần vào đường tròn đơn vị thì elip ảnh 
dẹt dần và tiến tới đoạn kép F1F2 (sở dĩ gọi là đoạn kép vì F1F2 đồng thời là ảnh của 
nửa cung tròn đơn vị trên và nửa cung tròn đơn vị dưới). Ta quy ước bờ trên của đoạn 
là ảnh của nửa cung tròn đơn vị nằm trong nửa mặt phẳng dưới; bờ dưới của đoạn 
thẳng là ảnh của nửa cung tròn đơn vị nằm trong nửa mặt phẳng trên. 
• Nếu gọi L là ảnh của đoạn thẳng: 

⎩
⎨
⎧

<
α=

1|z|
Argz

 

thì phương trình tham số của L là: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

α⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=

α⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

sinr
r
1

2
1v

cos
r
1r

2
1u

 

Khử r trong các phương trình này ta có: 

1
sin

v
cos

u
2

2

2

2

=
α

−
α

         (6) 

Đây là một hyperbol có các tiêu điểm trùng với F1 và F2. 
 

O1 

F1 

v 

u 
F2 

O 

y 

x 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Nếu 0 < α < 
2
π  thì ảnh (L) là nhánh hyperbol (6) nằm trong góc phần tư thứ tư. Khi 

điểm z chạy trên đoạn bán kính từ gốc toạ độ tới đường tròn đơn vị thì ảnh w của nó 
chạy trên nhánh hyperbol nằm trong góc phần tư thứ tư từ ∞ tới trục thực O1u. 
• Khi cho h biến thiên từ 0 đến 1 thì đường tròn | z | = h sẽ quét nên hình tròn | z | < 1. 
Ảnh (γ) của L trong mặt phẳng w sẽ quét nên mặt phẳng w, bỏ đi lát cắt dọc đoạn 
F1F2. Bờ dưới của lát cắt là ảnh của cung tròn đơn vị trên. Bờ trên của lát cắt là ảnh 
của cung tròn đơn vị dưới. Nửa hình tròn đơn vị trên có ảnh là nửa mặt phẳng dưới. 
Ngược lại nửa hình tròn đơn vị dưới có ảnh là nửa mặt phẳng trên. 
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• Tương tự như ở câu đầu tiên ảnh của nửa đường tròn trên: 
 r = h (h > 1)   0 < ϕ < π 
có phương trình tham số là: 

π<ϕ<

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

ϕ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

ϕ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

0
sin

h
1h

2
1v

cos
h
1h

2
1u

 

Đây là một cung ellip nằm trong nửa mặt phẳng trên , có các bán trục là ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

h
1h

2
1a  

và ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

h
1h

2
1b  

      Khi nửa đường tròn trên tâm O, bán kính h quét nên phần nửa mặt phẳng trên nằm 
ngoài đường tròn đơn vị thì ảnh của nó quét nên nửa mặt phẳng trên Imz > 0 xem 
hình vẽ). 
 

O1 -1

v 

u 1O 

y 

x -1 1 

 
 
 
 
 
 
 
 
Ví dụ 2: Tìm phép biến hình biến nửa hình đơn vị | z | = 1, Imz > 0 thành nửa mặt 
phẳng trên. 
Dễ thấy rằng phép biến hình phải tìm là hợp của hai phép: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

=−= π

t
1t

2
1w

zezt j

 

 
5. Hàm luỹ thừa w = zn: Ta xét hàm w = zn với n nguyên dương, lớn hơn hay bằng 2. 
Nếu z = r(cosα + jsinα) thì w = rn(cosnα + jsinnα). Vậy ảnh của tia Argz = α là tia 
Argw = nα nhận được bằng cách quay tia Argz = α quanh gốc toạ độ góc (n - 1)α. 
ảnh của đường tròn | z | = R là đường tròn | w | = Rn. Ảnh của mặt phẳng z là mặt 
phẳng w.  
Tuy nhiên phép biến hình từ mặt phẳng z lên mặt phẳng w không đơn diệp vì nếu hai 

số phức z1 và z2 có cùng môđun và có argumen sai khác nhau một số nguyên lần 
n

2π  

thì . n
2

n
1 zz =
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Muốn hàm w = zn đơn diệp trong một miền G nào đó thì miền G này phải không chứa 

bất kì cặp điểm nào có cùng môđun và có argumen sai khác nhau góc 
n

2π . Chẳng hạn 

miền quạt 
n

2zarg0 π
<<  là một miền đơn diệp của hàm w = zn. Ảnh của miền quạt 

này, qua phép biến hình, là mặt phẳng w, bỏ đi một lát cắt dọc theo nửa trục thực 
. Bờ trên của lát cắt là ảnh của tia argz = 0 và bờ dưới của lát cắt là ảnh của tia 0u >

n
2zarg π

= . 

 Miền quạt 
n

3zarg
n

π
<<

π  cũng là một miền đơn diệp khác của hàm. Ảnh của 

miền quạt này qua phép biến hình là mặt phẳng w, bỏ đi một lát cắt dọc theo nửa trục 
thực âm. 
 Hàm w = zn giải tích trong toàn mặt phẳng, vì ta có: 

 Cznz
dz
dw 1n ∈∀= −  

Phép biến hình w = zn  bảo giác tại mọi điểm z ≠ 0. 
 
6. Hàm n zw = : Đây là hàm ngược của hàm w = zn. Nó là một hàm đa trị vì với mỗi 
số phức z = r(cosϕ + jsinϕ) ≠ 0 có n căn bậc n cho bởi: 

 1n,,1,0k
n

k2sinj
n

k2cosrw n −=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ π+ϕ

+
π+ϕ

= K  

Toạ vị của n số phức này là các đỉnh của một đa giác đều n cạnh tâm O. Giả zử điểm 
z vạch thành một đường cong kín L không bao quanh gốc toạ độ O, xuất phát từ zo. 
 

O 

Γo Γ1 

Γ2 

wo 

w1 

w2 

x 

y 

L 

O 

zo 

C 

x 

y 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Khi đó điểm n zw =  trong đó n z  là một giá trị nào đó của căn thức mà ta chọn trước 
sẽ vạch nên đường cong kín Γo, xuất phát từ n

oo
zw =  vì khi z xuất phát từ zo chạy 

một vòng trên C thì Argz biến thiên từ giá trị ban đầu Argzo rồi quay về đúng giá trị 
ấy. Các giá trị căn thức khác với giá trị đã chọn sẽ vạch nên đường cong kín Γk, được 
suy ra từ Γo bằng cách quay các góc 2π/n quanh gốc toạ độ. 
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 Bây giờ ta giả thiết điểm z vạch nên đường cong kín C bao quanh gốc toạ độ 
một vòng theo hướng dương, xuất phát từ điểm zo. Trong trường hợp này, khi z chạy 
một vòng thì arumen của z tăng thêm 2π. Do vậy argumen của w tăng thêm 2π/n. 
Điểm w sẽ vạch nên một đường cong liên tục từ điểm wo tới 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+
π

=
n

2sinj
n

2cosww o1 . Nghĩa là w đi từ giá trị wo của căn thức tới một giá trị 

khác của căn thức. Do đó điểm w chỉ trở về vị trí xuất phát sau khi z chạy n vòng trên 
C. Điều đó chứng tỏ rằng muốn tách được một hàm đơn trị liên tục từ hàm đa trị 

n zw =  thì miền xác định E của hàm đơn trị này không được chứa bất kì một đường 
cong kín nào bao quanh gốc O. Muốn vậy ta có thể lấy E là mặt phẳng phức z cắt di 
một lát cắt γ từ gốc toạ độ ra ∞. Chẳng hạn, có thể chọn γ là nửa trục Ox dương. Khi 
đó các hàm đơn trị tách ra từ hàm đa trị n zw = , mà ta thường gọi là các nhánh đơn 
trị cuả hàm n zw =  là những hàm biến phức biến E(mặt phẳng phức với lát cắt dọc 
theo nửa trục Ox dương) lên mỗi hình quạt: 

 

LL
n

4zarg
n

2
n

2zarg0

π
<<

π

π
<<

 

Muốn chọn ra một nhánh xác định trong n nhánh trên ta có thể buộc nhánh này phải 
lấy một giá trị wo khi z = zo với wo là căn bậc n nào đó của zo. Mỗi nhánh đơn trị của 
hàm n zw =  trong miền xác định E có đạo hàm: 

 
1

n
1

1nn
n z

n
1

nw
1

)w(
1)z(

−

− ==
′

=′  

nên nó là hàm giải tích trong E. 
 Nếu ta không dùng lát cắt γ thì không thể tách được các nhánh đơn trị vì khi 
điểm z vạch nên đường cong kín thì điểm w sẽ chuyển từ nhánh nọ sang nhánh kia. Vì 
vậy O còn được gọi là điểm rẽ nhánh của hàm đa trị n zw = . 
Ví dụ: Xét hàm đa trị 3 zw =  

Gọi Ot1 là tia 
3

2Argw π
= ; Ot2 là tia 

3
4Argw π

= . Những nhánh đơn trị của của hàm 

3 zw =  là các phép biến hình đơn diệp, biến mặt phẳng phức z, bỏ đi lát cắt dọc theo 
nửa trục Ox dương lên mỗi góc uOt1, t1Ot2, t2Ou. 

 Nhánh ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕ

+
ϕ

=ϕ+ϕ==
3

sinj
3

cosr)sinj(cosrzw 333  với 0 < ϕ < 2π biến 

hai điểm A và B nằm lần lượt ở bờ trên và bờ dưới của lát cắt thành hai điểm A’ thuộc 

tia argw = 0 và B’ thuộc tia 
3

2warg π
= . Điều đó chứng tỏ nửa trục Ox là đường gián 

đoạn của nhánh này. 
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t2 

u 

v 

O 
B’

A’

t1 

A 
B O x 

y  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
7. Hàm mũ: 
 a. Định nghĩa: Ta gọi hàm phức có phần thực u(x,y) = excosy và phần ảo 
v(x,y)=exsiny là hàm mũ biến phức và kí hiệu là ez. 
 w = ez = ex + jy = ex(cosy + jsiny)      (1) 
Cho y = 0 ta có w = ex, nghĩa là khi z = x thực ta có hàm biến thực ex đã biết. Ta nói 
rằng hàm mũ w = ez là thác triển của hàm mũ thực ex từ trục thực ra toàn bộ mặt 
phẳng phức. Theo định nghĩa trên ta có: 
 | w | = ex và Argw = y + 2kπ, k nguyên      (2) 
 b. Các phép tính về hàm mũ:  
  2z1z2z1z ee.e +=

 2z1z
1z

1z

e
e
e −=           (3) 

 , n nguyên nznz e)e( =
Ta chứng minh công thức đầu tiên. Các công thức sau cũng tương tự. Ta có: 
 z1 = x1 + jy1 ; z2 = x2 + jy2
Theo định nghĩa ta có: 
  và  )ysinjy(cosee 11

xz 11 += )ysinjy(cosee 22
2x2z +=

Vậy:   =2z1z e.e )ysinjy(cose 11
1x + )ysinjy(cose 22

2x +
Hay:   [ ])yysin(j)yycos(ee.e 2121

xxzz 2121 +++= +

Theo định nghĩa hàm mũ phức ta có: 
  2z1z)2y1y(j)2x1x(2z1z eee.e ++++ ==
 c. Chu kỳ của hàm mũ: Theo đinh nghĩa, ta có: 
 e2jkπ = cos2kπ + jsin2kπ = 1 ( k nguyên) 
Theo (3) thì: 
 e2jkπ+z = ez. e2jkπ = ez        (4) 
Công thức này cho thấy rằng hàm w = ez là hàm tuần hoàn với chu kỳ 2jπ. Vậy hai 
điểm nằm trên một đường song song với trục ảo và các nhau một khoảng bằng bội số 
của 2jπ thì có cùng ảnh. 
Cần chú ý là nếu thì: 2z1z ee =
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         (5) π+=== jk2zzee 12
2z1z

vì:  π− === jk22z1z
1z

1z

e1e
e
e  và z1 - z2 = 2jkπ 

 d. Công thức Euler: Trong (1), cho x = 0 ta có công thức Euler: 
          (6) ysinjycosejy +=
Thay y bằng -y ta có: 
         (7) ysinjycose jy −=−

Nhờ có công thức Euler mà số phức z = r(cosϕ + jsinϕ) viết được dưới dạng mũ z = 
rejϕ. Ta có:  z = r(cosϕ + jsinϕ) = rejϕ

Ví dụ:  1 = cos0 + jsin0 = ej0

  2
j

e
2

sinj
2

cosj
π

=
π

+
π

=   

  4
j

e2
4

sinj
4

cos2j1
π

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+
π

=+  

  3
4jarctg

e5
3
4arctgsinj

3
4arctgcos5j43 =⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=+  

  e2+3j = e2(cos3 + jsin3) 
  e-2j = cos2 - jsin2 
 f. Tính giải tích của hàm w = ez: Hàm w = ez giải tích trong toàn bộ mặt phẳng 
vì ∀z, điều kiện C - R được thoả mãn: 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )ysine
x

jycose
x

)z(w

ysine
x

ycose
y

ysine
y

ycose
x

xx

xx

xx

∂
∂

+
∂
∂

=′

∂
∂

−=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

 

 g. Phép biến hình w = ez: Vì | w | = ex nên ảnh của đường thẳng x = C1 là 
đường tròn 1Cew = . Vì y là một giá trị của Argw, nên đường thẳng y = C2 có ảnh là 
tia Argw= C2. Khi C2 biến thiên từ 0 đến 2π (0 < C2 < 2π) thì đường y = C2 sẽ quét 
nên miền G là băng 0 < y < 2π. Ảnh của đường thẳng y = C2 là tia Argw = C2 sẽ quét 
nên miền ∆ là ảnh của G. Rõ ràng ∆ là mặt phẳng w, bỏ đi lát cắt dọc theo nửa trục 
thực u dương; bờ trên của lát cắt này ứng với đường y = 0, bờ dưới của lát cắt là ảnh 
của đường y = 2π. 
 Phép biến hình từ băng G lên miền ∆ là một phép biến hình đơn diệp. Tương 
tự, phép biến hình w = ez cũng biến mọi băng 2kπ < y < 2(k+1)π( k nguyên), có chiều 
rộng k, lên miền ∆ nói trên. 
 Phép biến hình w = ez biến cả mặt phẳng z lên mặt phẳng w, nhưng không đơn 
diệp.  
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Thật vậy, nghịch ảnh của mọi điểm w ≠ 0 gồm vô số điểm, vì nếu z thuộc nghịch ảnh 
của w , tức là ez = w thì các điểm z = 2jkπ cũng thuộc nghịch ảnh của w vì ez+2jkπ = ez.  
  

2π 

C2 

O 

y 

x 

u 

v 

O 

C2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
8. Hàm loga: 
 a. Định nghĩa: hàm ngược của hàm z = ew được gọi là hàm loga và kí hiệu là: 
  w = Lnz 
 b. Phần thực và phần ảo của hàm w = Lnz: Đặt w = Lnz = u+ jv, thì theo định 
ta có: 
  eu+jv = z 
Vậy   eu = | z | hay u = ln| z | và v = Argz. Tóm lại: 
  w = Lnz = ln| z | + jArgz       (9) 
hay:  w = ln| z | + j(argz + 2kπ)       (10) 
Hàm w = Lnz là một hàm đa trị. Với mỗi giá trị của z có vô số giá trị của w. Các giá 
trị này có phần thực bằng nhau còn phần ảo hơn kém nhau một bội số nguyên của 2π. 
Ảnh của điểm z là những điểm w nằm trên đường thăng song song với trục ảo và cách 
nhau một đoạn có độ dài bằng bội số nguyên của 2π. 
 b. Tách nhánh đơn trị: Để tách một nhánh đơn trị của hàm w = Lnz, ta làm 
như sau. Trong công thức (10) ta giả sử k = k1 là một số nguyên cố định. Khi đó ta có 
một nhánh đơn trị của hàm loga và kí hiệu là (w)1. Nhánh này biến miền -π < argz < π 
của mặt phẳng z (tức là mặt phẳng z với lát cắt dọc theo nửa trục x < 0) lên băng (2k1-
1)π < Imz < (2k1+1)π của mặt phẳng w. Nếu không vẽ một lát cắt đi từ điểm z = 0 ra 
∞, thì khi điểm z vạch nên một đường cong kín quanh gốc O theo hướng dương, 
argumen của z sẽ tăng thêm 2π, và như vậy ta sẽ đi từ nhánh đơn trị này sang nhánh 
đơn trị khác. Vậy điểm O cũng là một điểm rẽ nhánh của hàm đa trị w = Lnz. đặc biệt, 
nếu trong (10) ta chọn k = 0 thì sẽ được một nhánh đơn trị được gọi là nhánh chính 
của hàm đa trị w = Lnz. Nhánh này được kí hiệu là lnz: 
 lnz = ln| z | + jargz         (11) 
Nếu z là số thực dương z = x > 0 thì argz = 0, | z | = x nên lnz = lnx, nghĩa là giá trị 
chính của hàm loga trùng với hàm biến thực lnx. Nói khác đi, lnz là thác triển của 
hàm thực lnx , từ trục thực x >0 ra mặt phẳng phức z. 
Ví dụ: Tính Ln(-1); ln(-1) ; ln(1 + j) ; Lnj 
 * Ln(-1) = ln| -1 | + j[arg(-1) + 2kπ] = j(π + 2kπ)= j(2k + 1)π 
 * ln(-1) = ln| -1 | + jarg(-1) = jπ 
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 * Vì | 1 + j | = 2 ; arg(1 + j) = 
4
π  nên ln(1 + j) = ln 2  + j

4
π = 

2
1 ln2 + j

4
π  

 * Vì | j | = 1 ; argj = 
2
π  nên ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π+
π

= k2
2

jLn  

 d. Tính chất giải tích: Nhánh đơn trị w = lnz là một hàm giải tích trong mặt 
phẳng phức, bỏ đi lát cắt dọc theo nửa trục x < 0. Theo công thức tính đạo hàm của 
hàm ngược ta có: 

 
z
1

e
1

)e(
1)z(ln ww ==
′

=′  

 e. Các phép tính: Hàm Lnz có các tính chất: 

 

π+=

−

+=

jk2nLnz)z(Ln

LnzLnz
z
zLn

LnzLnz)z.z(Ln

n

21
2

1

2121

        (12) 

Ta chứng minh, chẳng hạn, công thức đầu: 

 
[ ]

( ) ( ) 212211

2121212121

LnzLnzjArgzzlnjArgzzln

ArgzArgzjzlnzln)z.z(jArgz.zln)z.z(Ln

+=+++=

+++=+=
 

 
9. Hàm lượng giác: 
 a. Định nghĩa: Từ công thức Euler ta có: 

 

j2
eeysineeysin2

2
eeycoseeycos2

jyjy
jyjy

jyjy
jyjy

−
−

−
−

−
=⇒−=

+
=⇒+=

  

Các hàm lượng giác biến số phức được định nghĩa như sau: 

 

jzjz

jzjz

jzjz

jzjz

jzjzjzjz

ee
ee

zsin
zcosgzcot

)ee(j
ee

zcos
zsintgz

2
eezcos

j2
eezsin

−

−

−

−

−−

−
+

==
+
−

==

+
=

−
=

   (13) 

Vì ejz và e-jz là những hàm đơn trị nên các hàm lượng giác biến phức cũng là các hàm 
đơn trị. 
 b. Đạo hàm của các hàm lượng giác: Vì ejz và e-jz là những hàm giải tích trong 
toàn C nên các hàm lượng giác biến phức w = cosz và w = sinz cũng là các hàm giải 
tích trong toàn C. Ta có: 

 [ ] [ ] [ ] zcosee
2
1jeje

j2
1)e()e(

j2
1)z(sin jzjzjzjzjzjz =+=+=′−′=′ −−−  

Tương tự ta có: 
 (cosz)’ = -sinz 
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Hàm w = tgz giải tích tại mọi điểm có cosz ≠ 0. Xét phương trình cosz = 0. Ta có: 
  jzjz ee0zcos −−===
hay:  e2jz = ejπ.  
Do đó:  2jz = jπ + 2jkπ 
Phương trình này có nghiệm là: 

  π+
π

= k
2

z  

Như vậy tgz giải tích tại mọi điểm π+
π

≠ k
2

z . Ta dễ dàng tính được: 

  
zcos

1)tgz( 2=′  

Tương tự : 

 
zsin

1)gz(cot 2−=′  

 c. Tính chất: Hàm lương giác biến số phức có các tính chất sau: 
 cos(-z) = cosz  sin(-z) = -sinz  tg(-z) = -tgz 
 cos(z + 2π) = cosz  sin(z + 2π) = sin z  trong(z + π) = tgz 

Thật vậy: [ ] [ ] zcosee
2
1ee

2
1)zcos( jzjz)z(j)z(j =+=+=− −−−−  

 [ ] [ ] zcosee
2
1ee

2
1)2zcos( jzjz)2z(j)2z(j =+=+=π+ −π+−π+   

vì  e2jπ = e-2jπ = 1 
Tương tự ta chứng minh được các tính chất còn lại. 
 d. Các phép tính: Ta có các công thức quen biết: 
 sin2z + cos2z = 1 
 sin(z1 + z2) = sinz1cosz2 + sinz2cosz1
 cos2z = cos2z - sin2z        (15) 

 
2

zzcos
2

zzsin2zsinzsin 2121
21

++
=+  

Ta chứng minh, chẳng hạn, công thức đầu tiên: 
 sin2z + cos2z = cos2z - j2sin2z = (cosz + jsinz)(cosz - jsinz) = ejz.e-jz = 1 
Ví dụ 1: Tính cosj 
Theo định nghĩa: 

 543,1e
e
1

2
1

2
eejcos

11

≈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

+
=

−

 

Qua ví dụ này ta thấy có những số phức có | cosz | > 1. Điều này không thể xảy ra đối 
với số thực. 
Ví dụ 2: Giải phương trình sinz = sinzo với zo là số phức cho trước. 
Phương trình trên được viết thành: sinz - sin zo = 0, hay: 

 0
2
zzcos

2
zz

sin2zsinzsin oo
o1 =

+−
=−  
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Cho 0
2

zz
sin o =

−
 ta có π=

−
k

2
zz o . Vậy nghiệm của phương trình z = zo + 2kπ 

Cho 0
2

zz
cos o =

+
ta có π+

π
=

+
k

22
zz o , vậy nghiệm của phương trình z =π - zo + 

2kπ 
Tóm lại nghiệm của phương trình là: z = zo + 2kπ và z = π - zo + 2kπ. 
 
10. Hàm hyperbol: 
 a. Định nghĩa: Các hàm hyperbol biến phức được định nghĩa theo các công 
thức sau: 

 
2

eechz
zz −+

=  
2

eeshz
zz −−

=  
chz
shzthz =  

shz
chzzcoth =  (16) 

Những hàm này là thác triển của hàm hyperbol biến thực từ trục thực ra mặt phẳng 
phức. Dễ dàng thấy rằng hàm chz là hàm chẵn còn các hàm shz, thz, cothz là các hàm 
lẻ. Vì ez tuần hoàn với chu kì 2jπ nên các hàm shz và chz cũng tuần hoàn với chu kì 
2jπ. Hàm thz tuần hoàn với chu kì jπ. Thật vậy: 

 
1e
1e

ee
ee

chz
shzthz z2

z2

zz

zz

+
−

=
+
−

== −

−

       (17) 

Dễ dàng kiểm tra thấy th(z + jπ) = thz 
 b. Các phép tính: Ta có các công thức giống như trong giải tích thực: 
 ez = chz + shz 
 e-z = chz - shz 
 ch2z - sh2z = 1         (18) 
 sh(z1 + z2) = shz1chz2 + shz2chz1
 ch2z = ch2z + sh2z 
 . . . .  
 c. Quan hệ với các hàm lượng giác: Từ định nghĩa ta suy ra: 
 sinjz = jshz 
 cosjz = chz 
 d. Tách phần thực và phần ảo của hàm lượng giác và hàm hyperbol: Ta có: 
 sinz = sin(x + jy) = sinxcosjy + sinjycosx = sinxchy + jshycosx 
Tương tự: 
 cosz = cosxchy - jsinxshy 
 shz = shxcosy + jsinychx        (20) 
 chz = chxcosy + jsinxshy 
 e. Đạo hàm của hàm hyperbol: Các hàm w = shz và w = chz giải tích trong 
toàn bộ mặt phẳng và có đạo hàm: 
 (shz)’ = chz 
 (chz)’ = shz 
Hàm w = thz giải tích trong toàn mặt phẳng trừ tại điểm z mà e2z + 1 = 0 hay e2z = -1 
= e2π, tức là:   
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 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π+
π

= k
2

jz  

Ta có: 
zch

1)thz( 2=′  

Ví dụ 1: Tính sin(1 - 2j) 
Ta có:  sin(1 - 2j) = sin1.cos2j - sin2jcos1 = sin1.ch2 - jsh2.cos1 
Theo (19) thì cos2j = ch2, sin2j = sh2. Tra bảng số ta có sin1 ≈ sin57o19’ ≈ 0,8415 
cos1 ≈ 0,5463  ch2 ≈ 3,7622   sh2 ≈ 3,6269. Kết quả là: 
 sin(1 - 2j) = 0,8415×3,7622 - j×0,5463×3,6269 = 3,1659 - 1,9595j 

Ví dụ 2: Cho phép biến hình w = sinz. Tìm ảnh của băng 
2

x
2

π
<<

π
−  

Trước hết ta tìm ảnh của đường thẳng x = C. Theo (20): 
 u(x, y) = Re(sinz) = sinxchy 
 v(x, y) = Im(sinz) = cosxshy 
nên phương trình tham số của đường thẳng x = C là: 

   y là tham số  -∞ < y < ∞   (21) 
⎩
⎨
⎧

=
=

Cshycos)y,x(v
Cchysin)y,x(u

Nếu C = 0 thì các phương trình (21) biểu diễn trục ảo u. Nếu C ≠ 0 thì nó biểu diễn 
một cung hyperbol. Thật vậy, khử C trong (21) ta được: 

 1
Ccos

v
Csin

u
2

2

2

2

=−         (22) 

Ta được cung hyperbol bên phải nếu 
2

C0 π
<<  và cung hyperbol bên trái nếu 

0C
2

<<
π

− . Hyperbol (22) có tiêu trục là trục thực, các tiêu điểm F1(w = -1) và F2(w 

= 1), các bán trục là | sinC | và | cosC |. Tiệm cận của nó là cặp đường thẳng v = 
±cotgCu. 

Cho C biến thiên từ 
2
π

−  đến 
2
π , đường thẳng x = C sẽ quét băng 

2
x

2
π

<<
π

− . Ảnh 

của C trong mặt phẳng w sẽ quét nên miền G là ảnh của băng 
2

x
2

π
<<

π
− . Chú ý là 

theo (21) thì ảnh của đường thẳng 
2

x π
=  có phương trình tham số u = chy, v = 0 và 

đó là tia F2u.Tương tự ta có ảnh của đường thẳng 
2

x π
−=  là tia F1u’. Vậy miền G là 

mặt phẳng w bỏ đi hai tia F2u và F1u’. 
 
 
 
 

y v 
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11. Hàm lượng giác ngược:Hàm ngược của z = sinw được kí hiệu là w = Arcsinz. Ta 
có: 

 jw

jw2jwjw

je2
1e

j2
eewsinz −

=
−

==
−

 

hay: e2jw - 2jzejw  - 1 = 0 
Ta xem đây là phương trình bậc hai đối với ejw. Giải ra ta có: 
  2jw z1jze −+=  

Vậy   ( )2z1jzLnjw −+=  

hay:  ( )2z1jzLn
j
1w −+=  

Như vậy: )z1jz(jLnzsinArcw 2−+−==      (23) 
Tính đa trị của hàm w = Arcsinz được suy ra từ tính lưỡng trị của căn thức và tính đa 
trị của hàm loga. Tương tự ta định nghĩa: 
 w = Arccosz là hàm ngược của z = cosw 
 w = Arctgz là hàm ngược của z = tgw 
 w = Arccotgz là hàm ngược của z = cotgw 
Lập luận tương tự trên ta có: 
 )1zz(jLnzcosArcw 2 −+−==  

 
jz1
jz1Ln

2
jArctgzw

−
+

−==        (24) 

 
jz
jzLn

2
jgzcotArcw

+
−

==  

Ví dụ 1: Tính Arcsinj 
Theo (23) ta có: 
 )21(jLnjsinArc ±−=  
Nếu trước căn lấy dấu + ta có: 
 [ ] )12ln(jk2)k20(j)12ln(j)n21(jLnjsinArc −−π=π++−=+−=  
Nếu trước căn lấy dấu - ta có: 
 [ ] )12ln(j)1k(2)k2(j)12ln(j)21(jLnjsinArc +−π+=π+π++−=−−−=  
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Viết gộp lại ta có: 
 [ ]n)1(2lnjnjsinArc −−−π=  n nguyên 
 
Ví dụ: Tính Arctg2j 
Theo (24) ta có: 

2
3lnj

2
)1k2()k2(j

3
1ln

2
j

3
1Ln

2
j

21
21Ln

2
jj2Arctg +

π+
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ π+π+−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−=

+
−

−=  

 
Ví dụ 2: Giải phương trình 4cosz + 5 = 0 

Ta có: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ±−−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−±−−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=−=

4
3

4
5jLn1

16
25

4
5jLn

4
5cosArcz,

4
5zcos  

Nếu trước căn lấy dấu + ta có: 

 2lnj)1k2()k2(j
2
1lnj

2
1jLn

4
3

4
5jLnz +π+=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ π+π+−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−=  

Nếu trước căn lấy dấu - ta có: 

 ( ) [ ] 2lnj)1k2()k2(j2lnj2jLn
4
3

4
5jLnz −π+=π+π+−=−−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−=  

Tóm lại: 2lnj)1k2(z ±π+=  
 
12. Hàm hyperbol ngược: 
Ta gọi w = Arshz là hàm ngược của z = shw 
  w = Arshz là hàm ngược của z = shw 
  w = Arshz là hàm ngược của z = shw 
Biểu diễn các hàm này qua logarit ta có: 
 )1zz(LnArshz 2 ++=  
 )1zz(LnArchz 2 −+=  

 
z1
z1Ln

2
1Archz

−
+

=  

Ví dụ: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π+
π

== k2
2

jLnjArshj  

13. Hàm luỹ thừa phức tổng quát w = zn: Giả sử a là một số phức bất kỳ, a = α + jβ. 
Ta định nghĩa: 
 za = eaLnz          (25) 
Đặt z = rejϕ ta có: Lnz = lnr + j(ϕ + 2kπ). Do đó: 
 za = eαlnr-β(ϕ+2kπ)ej[(αϕ+2kπ)+βlnr]

Trong đó k là một số nguyên tuỳ ý. 
Từ biểu thưc trên ta thấy, nếu β ≠ 0 thì hàm za có vô số trị.Toạ vị của chúng nằm trên 
đường tròn  

| w | = eαlnr-β(ϕ+2kπ) , k = 0, ±1, ±2, ±3,... 
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còn argumen của chúng là: 
 α(ϕ + 2kπ) + βlnr , , k = 0, ±1, ±2, ±3,... 

Nếu β = 0, nghĩa là a là một số thực thì các toạ vị của za nằm trên vòng tròn 
| w | = eαlnr = rα và argumen của zα là  

αϕ + 2kπα 

Có thể chứng minh được rằng nếu α là một số hữu tỉ, chẳng hạn 
q
p

=α , thì chỉ có q 

toạ vị khác nhau của zα. Trong trường hợp này hàm w = zα là hữu hạn trị. Nếu α là 
một số vô tỷ thì hàm w = zα là vô số trị. Ta cũng có thẻ tách được nhánh đơn trị của 
hàm w = za. Điểm z = 0 là điểm rẽ nhánh của nó. 
Ví dụ: Tìm jj và 32+j

Theo định nghĩa ta có: 

 
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π+
π

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π+
π

===
k2

2
jk2

2
j

jLnjj eeej  
 [ ])3sin(lnj)3cos(lneeee3 )k23ln2()k43(lnj)k23ln2()jk23)(lnj2(3Ln)j2(j2 +==== π−π++π−π++++  
 

§3.  MỘT SỐ VÍ DỤ VỀ PHÉP BIẾN HÌNH BẢO GIÁC 
Muốn làm một bài toán về phép biến hình bảo giác ta phải biết vận dụng các 

phép biến hình cơ bản.  
 Nếu là phép đồng dạng, ta dùng hàm tuyến tính. Muốn biến một cung tròn 
thành cung tròn (hay đường thẳng) ta dùng hàm phân tuyến tính. Muốn biến một góc 
thành nửa mặt phẳng ta dùng hàm luỹ thừa. Muốn biến một băng song song với trục 
thực lên nửa mặt phẳng ta nghĩ tới hàm mũ. Công thức Schwartz - Christophell cho 
phép biến đa giác thành nửa mặt phẳng. Hàm Giucovski biến miền ngoài đường tròn 
đơn vị lên mặt phẳng bỏ đi lát cắt dọc theo đoạn [ -1, 1 ] 

Ví dụ 1: Tìm phép biến hình đơn diệp và bảo giác biến miền hình quạt 
6

zarg0 π
<<  

lên hình tròn đơn vị | w | < 1 sao cho ảnh của các điểm 0z,ez 2
12
j

1 ==
π

 lần lượt là các 
điểm w1 = 0 và w2 = j 

v 

u 

w 

O1 

 

O A 

B 

y 

x 

z

π/6 

 
 

O AB 

ω 
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Dễ dàng thấy hàm ω = z6 biến miền quạt 
6

zarg0 π
<<  lên nửa mặt phẳng ω trên 

( ).   Mặt khác ta lại biết phép biến hình, biến nửa mặt phẳng trên lên hình π<< zarg0
tròn đơn vị | w | < 1 là: 

a
aew j

−ω
−ω

= ϕ  

Vậy phép biến hình miền quạt
6

zarg0 π
<<  lên hình tròn đơn vị có dạng 

  
az
azew 6

6
j

−
−

= ϕ .  

Ta sẽ xác định ϕ và a sao cho các điều kiện phụ được thỏa mãn. Từ w(ejϕ/12) = 0 hay 

0
ae

aeew
2
j

2
j

j =
−

−
= π

π

ϕ  suy ra ja,jea 2
j

−===
π

. Vậy: 

 
jz
jzew 6

6
j

+
−

= ϕ  

Cuối cùng, phép biến hình phải tìm là: 

jz
jzjw 6

6

+
−

−=  

Ví dụ 2: Tìm phép biến hình, biến nửa mặt phẳng trên của hình tròn đơn vị  
G={| z | < 1. Imz  > 0} 

lên mặt phẳng trên 
 

O 
A 

B 

1

y 

x 

z

-1
A’ 

O 1A′

B1 

A1 

1A′

ζ

 
 
 
 
 
 
 

O A2 B2 

ω
2A′  

2A′  
O1 

v 

u 

w 
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Ta dùng hàm phân tuyến tính 
1z
1z

+
−

=ζ  biến điểm z = 1 thành điểm ζ = 0, điểm z = -1 

thành điểm ζ = ∞. Như vậy đoạn AA’ được biến thành nửa trục thực âm. Do tính chất 

bảo giác, cung tròn ABA’ được biến thanh nửa trục ảo trên. Vậy hàm 
1z
1z

+
−

=ζ đã biến  

miền G thành góc phần tư thứ hai π<ζ<
π arg
2

. Thực hiện phép quay một góc 
2
π

−  

quanh gốc toạ độ bằng phép biến đổi ω = -jζ ta được góc phần tư thứ nhất 

2
arg0 π

<ζ< . Sau đó ta đặt w = ω2 ta sẽ tăng góc ở đỉnh A lên gấp đôi để biến thành 

nửa mặt phẳng trên Imw > 0. Tóm lại phép biến hình phải tìm là: 
2

22

1z
1z)j(w ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

−=ζ−=ζ−=  

Ví dụ 3: Tìm phép biến hình bảo giác biến miền G 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>−

<

2
1

2
jz

1z
 

tức miền giới hạn bởi đường tròn đơn vị tâm O và đường tròn tâm tại w = 0.5j, bán 
kính 0.5, thành miền D là băng -1 < Rew < 1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Nếu ta dùng một hàm phân tuyến tính biến điểm z = j thành điểm w = ∞ thì hai 

đường tròn | z | =1 và 
2
1

2
jz =− sẽ biến thành hai đường thẳng song song. Hàm phân 

tuyến tính có thể chọn là 
jz

1
−

=ζ  

1 -1 

v 

u 

w

O1 

B’ 

A 

B(j) 
y 

x 

z 

I 
A’ 

CR O 

B1 1A′  

ζ 

2A′  

Ta có  ( ) ( )
2
j)j(,j)0(,j1

2
1

j1
1)1(,j1

2
1

j1
1)1( =−ζ=ζ+−=

+
−

=−ζ+=
−

=ζ  

   Từ đó ta suy ra ảnh của đường tròn | z | = 1 là đường thẳng 
2
1Im =ζ , ảnh của đường  
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tròn 
2
1

2
jz =−  là đường thẳng 1Im =ζ . Miền G đã được biến thành băng 

1Im
2
1

<ζ< . Bây giờ ta chỉ cần thực hiện phép đồng dạng tức là phép biến hình tuyến 

tính để biến miền D thành mặt phẳng w: 

3j4
4
j3j4w +ζ=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −ζ=  

Tóm lại 
jz
jz33

jz
1j4w

−
+

=+
−

=  là phép biến hình phải tìm. 

Ví dụ 4: Trong mặt phẳng z cho cung tròn AB: A là toạ vị của z = a, B là toạ vị của z 
= -a, trung điểm H của cung tròn AB là tạo vị của z = jh. Trong mặt phẳng w cho 
đường tròn Γ đi qua hai điểm w = ±a và tâm tại w = jh. Hãy tìm một phép biến hình 
bảo giác biến miền ngoài G của cung AB(tức là mặt phẳng z có một lát cắt dọc theo 
cung AB) thành miền D là miền bên ngoài hình tròn Γ. 

Chú ý là với các giả thiết đã cho , tiếp tuyến tại mút B với cung AB tạo với trục 

Ox một góc (π - α) với 
a
harctg=α . Còn trong mặt phẳng w tiếp tuyến với đường tròn 

Γ tại w = a tạo với trục Ou một góc ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ α−π

2
. 

Ta dùng hàm 
az
az

+
−

=ζ  biến cung AB thành tia B1A1 trong mặt phẳng ζ. Qua 

phép biến hình này ảnh của B là B1 trùng với gốc toạ độ. Ảnh của A là A1 = ∞. Vì 

0
a2

1
dz
d

az

>=
ζ

=

 vậy 0
dz
darg

az

=
ζ

=

 nên tia A1B1 cũng nghiêng với trục thực một góc 

(π-α). Qua phép biến hình này, miền ngoài của cung tròn AB được biến thành miền 
G1 là miền ngoài của tia B1A1 (tức là mặt phẳng ζ có một lát cắt dọc theo A1B1) 

 y 

x 

z 

α/2 

H(jh)
B 

-a 

π-α 

v

u
α/2 

π/2-α/2 

w 

C(a) O1 N(-a)

Γ
E

O 
A 

a 
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O 

E1 

N1 

N1 

π/2-α/2 

ω
C1

 

O 

A1 

B1 

η-α

ζ  
 
 
 
 
 
 
 
Về phía mặt phẳng w, ta cũng thực hiện một phép biến hình phân tuyến tính để 

biến cung tròn Γ thành đường thẳng. Phép biến hình được chọn là: 

aw
aw

+
−

=ω  

Qua phép biến hình này, đường tròn Γ biến thành đường thẳng C1E1N1 đi qua gốc. 

Ảnh của C là C1 trùng với gốc toạ độ. Ảnh của N là N1 = ∞. Vì 0
a2

1
dw
d

aw

>=
ζ

=

 nên 

đường thẳng C1E1N1 cũng tạo với trục thực góc ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ α−π

2
. Miền ngoài của đường tròn 

Γ được biến thành miền D1 là nửa mặt phẳng ω nằm bên phải đường thẳng N1C1E1. 
Nhờ phép biến hình ζ = ω2 miền D1 được biến thành miền G1. Qua phép bình phương 
này đường thẳng C1N1 gộp lại thành tia B1A1. 
 Tóm lại, miền G bên ngoài cung tròn AB trong mặt phẳng z được biến thành 
miền D là miền ngoài đường tròn Γ nhờ phép biến hình: 

2

aw
aw

az
az

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

=
+
−  

Từ đó rút ra: 
22

2

azzwhay
w
aw

2
1z −+=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=  

Ví dụ 5: Tìm phép biến hình biến miền D = { -V < Imw < V } của mặt phẳng w lên 
miền G là mặt phẳng z bỏ đi hai lát cắt Imz = ±jh và Rez < 0. 
Ta sẽ tìm phép biến hình biến băng 0 < Imw < V lên nửa mặt phẳng Imw > 0 bỏ đi lát 
cắt I = jh sao cho ảnh của trục thực Imw = 0 là Imz = 0. Sau đó dùng nguyên lí đối 
xứng. 
 

C 
w 

V 
uC 

v 

B 

E 

O1 

A1 

A1 C1 

C1 

π 
B1 

E1 

ω

O
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x 

y 

A3 C3 O B3

z 

jh
A3 

C3 E3 

 

A2 C2 O B2 E2 C2 

ζ  
 
 
 
 
 

Trước hết ta dùng phép biến hình tuyến tính w
V
π

=ω biến băng 0 < Imw < V thành 

băng 0 < Imω<π trong mặt phẳng ω. Qua phép biến hình này trục thực của mặt phẳng 
w được biến thành trục thực của mặt phẳng ω; đường thẳng Imw = V biến thành 
đường thẳng Imω = π. 

 Tiếp theo ta dùng phép biến hình ζ = eω biến băng 0 < Imω < π thành  nửa mặt 
phẳng trên. ảnh của trục thực Imω = 0 là nửa trục thực dương trong mặt phẳng ζ. 

 Để biến nửa mặt phẳng trên Imζ > 0 lên nửa mặt phẳng trên Imw > 0, bỏ đi lát cắt 
Imz = jh, ta dùng hàm : 

 ( )ζ++ζ
π

= ln1hz    

Qua phép biến hình này nửa trục thực dương trong mặt phẳng ζ được biến thành cả 
trục thực trong mặt phẳng z. 

 Tóm lại để biến băng 0 < Imw < V lên nửa mặt phẳng Imz > 0, bỏ đi lát cắt Imz = 
jh, Rez < 0, ta  dùng phép biến hình: 

 ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
++

π
=++

π
=

π
ωω

V
w1eheln1ehz V

w

     (17) 

Dùng nguyên lí đối xứng ta thấy phép biến hình (17) cũng biến băng -V < Imw < V 
lên miền G. 
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CHƯƠNG 3: TÍCH PHÂN HÀM PHỨC 
 

§1. TÍCH PHÂN ĐƯỜNG CỦA HÀM BIẾN PHỨC 
1. Định nghĩa: Cho đường cong C định hướng, trơn từng khúc và trên C cho một 
hàm phức f(z). Tích phân của f(z) dọc theo C được định nghĩa và kí hiệu là: 

∫∑ =− −
=∞→

C
1kk

n

1k
kn

dz)z(f)zz()t(flim       (1) 

Trong đó a = zo , z1,..,zn = b là những điểm kế tiếp nhau trên C; a và b là hai mút, tk là 
một điểm tuỳ ý của C nằm trên cung [ zk, zk-1]. Giới hạn (1) thực hiện sao cho max lk 
→ 0 với lk là độ dài cung [ zk, zk-1].  
2. Cách tính: Đặt  f(z) = u(x,y) + jv(x,y), zk = xk + jyk

∆xk = xk - xk-1, ∆yk = yk - yk-1 

tk = αk +jβk; 
u(αk , βk) = uk; v(αk , βk) = vk

ta có:   (2) )yvxu(j)yvxu()zz()t(f kkk

n

1k
kkkk

n

1k
k1kk

n

1k
k ∆+∆+∆−∆=− ∑∑∑

==
−

=

Nếu đường cong C trơn từng khúc và f(z) liên tục từng khúc, giới nội thì khi n→∞ vế 
phải của (2) tiến tới các tích phân đường của hàm biến thực. Do đó tồn tại: 

∫∫∫ ++−=
CCC

)vdxudy(j)vdyudx()z(f       (3) 

 Nếu đường cong L có phương trình tham số là x = x(t), y = y(t) và  α≤ t ≤ β thì 
ta có thể viết dưới dạng hàm biến thực: 

z = x(t) + jy(t) = z(t) α≤ t ≤ β  
với z(a) = α; z(b) = β. Khi đó ta có công thức tiện dụng: 

        (4) [ ] dt)t(z.)t(zfdz)z(f
C

∫∫
β

α

′=

 
Ví dụ 1: Tính , L là đoạn thẳng nối 2 điểm 0 và 1 + j theo chiều từ 0 đến 

1+j.  

∫=
L

zdzReI

O a -a 

L 

y 

x 

 
 
 
 
 
 
 
Phương trình tham số của L có thể lấy là: 

j 

1 O 

B 

C 

y 

x 

⎩
⎨
⎧

=
=

t)t(y
t)t(x
 Vậy z(t) = (1 + j)t, t thực t ∈ [0, 1] 

Điểm O ứng với t = 0 và điểm B ứng với t = 1. Theo (4): 

 
51



MATHEDUCARE.COM

2
j1tdt)j1(tdt)j1(dt)t(z.t)j1Re(I

1

0

1

0

1

0

+
=+=+=′+= ∫∫∫  

Ví dụ 2:Tính ∫=
L z

dzI , L là nửa cung tròn nằm trong nửa mặt phẳng trên, nối điểm -a 

và a, chiều lấy tích phân từ -a đến a. 
Phương trình tham số của đường cong L là: 

  
⎩
⎨
⎧

=
=

tsinay
tcosax

Vậy z(t) = a(cost + jsint) = aejt, z’(t) = jaejt. 
Điểm -a ứng với t = π, điểm a ứng với t = 0. Theo (4): 

π−==== ∫∫∫
ππ

jdtj
ae

dtjae
z

dzI
00

jt

jt

L

 

Ví dụ 3: Tính dz)z2j1(I
C
∫ −+= , C là cung parabol y = x2, nối gốc O và điểm B có 

toạ độ (1,1). 
Hàm f(z ) = )jyx(2j1z2j1 −−+=−+ . Tách phần thực và phần ảo ta có u(x, y)=1-2x 
v(x, y) = 1 + 2y. Dùng (3) ta có: 

∫∫ −++++−−=
CC

dy)x21(dx)y21(jdy)y21(dx)x21(I  

Chuyển mỗi tích phân đường loại 2 thành tích phân xác định ta có: 

       2dx)1x4x4(xdx2)x21(dx)x21(dy)y21(dx)x21(
1

0

3
1

0

2

C

−=+−−=+−−=+−− ∫∫∫

      
3
4dx)1x2x2(xdx2)x21(dx)x21(dy)x21(dx)y21(

1

0

2
1

0

2

C
∫∫∫ =++−=−++=−++  

Thay vào trên ta có: 

 
3
j42I +−=  

Ví dụ 4: Tính , AB là đoạn thẳng nối điểm A là toạ vị của số phức 2 và 

điểm B là toạ vị của số phức j. 

∫=
AB

2dzzI

f(z) = z2 = (x + jy)2 = (x2 - y2 + 2jxy) nên u = x2 - y2 và v = 2xy. Theo (3) ta có: 
∫∫ +−+−−=

AB

22

AB

22 xydx2dy)yx(jxydy2dx)yx(I  

Vì AB có phương trình x = 2 - 2y, dx = -2dy (chọn y làm tham số) nên: 

3
8ydy)y22(2)dy2)(yy8y44(xydy2dx)yx(

1

0

22

AB

22 −=−−−−−+=−− ∫∫  

3
1)ydy2()y22(y2dy)yy8y44(xydx2dy)yx(

1

0

22

AB

22 −=−−+−−+=+− ∫∫  

Thay vào ta có: 
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3

j8I +
−=  

Ví dụ 5: Tính ( )∫=
C

2
k dzzI  k = 1, 2 

với C1 là đoạn thẳng nối 0 và 1 + j và C2 là đường gấp khúc nối 0, 1, 1 + j 
Áp dụng (4) với C1 ta có z = (1 + j)t, t đi từ 0 đến 1 nên: 

( ) )j1(
3
2dt)j1(t)j1(dzzI

1

o

22

1C

2
1 −=+−== ∫∫  

Tương tự: 

 ( ) )j2(
3
2dt)jt1(dttdzzI

1

o

2
1

o

2

2C

2
1 +=−+== ∫∫∫  

 
3. Các tính chất của tích phân: Từ công thức (3) ta suy ra rằng tích phân của hàm 
biến phức dọc theo một đường cong có tất cả các tính chất thông thường của một tích 
phân đường loại 2. Ta nêu lại các tính chất đó: 
 - Tích phân không phụ thuộc tên gọi biến số tích phân 

∫∫ ζζ=
ABAB

d)(fdz)z(f  

-  [ ] ∫∫∫ +=+
ABABAB

dz)z(gdz)z(fdz)z(g)z(f

- Nếu a là hằng số phức thì: 
zd)z(fadz)z(af

ABAB
∫∫ =  

-  zd)z(fdz)z(f
BAAB
∫∫ −=

- Nếu A, B và C là 3 điểm cùng nằm trên một đường cong thì: 
zd)z(fzd)z(fdz)z(f

BCABAC
∫∫∫ +=  

-  ∫ −=
z

oz
ozzdz

 
4. Các công thức ước lượng tích phân: Nếu M là giá trị lớn nhất của | f(z) | trên 
đường cong L (nghĩa là | f(z) | ≤ M ∀z ∈ L) thì ta có: 

Mldzdz)z(fdz)z(f
LL

≤≤ ∫∫        (5) 

Chứng minh: Vì môđun của một tổng nhỏ hoặc bằng tổng các môđun nên: 

k

n

1k
k

n

1k
kk z)(fz)(f ∆ζ≤∆ζ ∑∑

==
 

Nhưng theo giả thiết | f(ζk) | ≤ M nên: 
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∑∑∑
===
∆=∆≤∆ζ

n

1k
kk

n

1k

n

1k
kk zMzMz)(f  

Vậy: ∑∑
==
∆≤∆ζ

n

1k
k

n

1k
kk zMz)(f  

Chú ý là ∑
=
∆

n

1k
kz  bằng chiều dài đường gấp khúc có các đỉnh tại zo, z1, z2 ,..,zn. Khi 

max | ∆zk | → 0 thì ∑
=
∆

n

1k
kz  dần tới độ dài l của đường cong L. Chuyển qua giới hạn 

trong (6) ta có: 

 Mldz)z(f
L

≤∫          (5) 

 
§2. ĐỊNH LÍ CAUCHY CHO MIỀN ĐƠN LIÊN 

1. Định lí: Nếu f(z) giải tích trong miền đơn liên D và C là một đường cong kín nằm 
trong D thì: 
 ∫ =

L

0dz)z(f           (6) 

         
Chứng minh: Giả thiết chỉ đòi hỏi f(z) giải tích trong , nhưng với giả thiết này, cách 
chứng minh sẽ khó hơn. Để đơn giản cách chứng minh, ta giả thiết thêm f’(z) liên tục 
trong 

D

D . Vậy u(x, y) và v(x, y) liên tục và có đạo hàm riêng liên tục trong D . Theo 
(3) thì: 

∫ ∫∫ ++−=
L LL

udyvdxjvdyudxdz)z(f  

Trong giải tích, nếu đã biết P(x, y), Q(x, y) liên tục và có đạo hàm riêng liên tục trong 

D  thì điều kiện cần và đủ để ∫ =+
C

0QdyPdx  ∀C ∈D là 
y
P

x
Q

∂
∂

=
∂
∂  

Áp dụng kết quả đó cho, ta thấy ∫ =−
L

0vdyudx . Thật vậy, ở đây P = u và Q = -v. Do 

giả thiết f(z) giải tích nên các điều kiện C - R được thoả mãn, vậy 

x
Q

x
)v(

y
P

y
u

∂
∂

=
∂
−∂

=
∂
∂

=
∂
∂  

Tương tự ta chứng minh được ∫ =+
L

0udyvdx . Do đó ∫ =
L

0dz)z(f  

 
Ví dụ 1: Nếu L là đường cong kín bất kì giới hạn một 
miền đơn liên G, thì ∫ =

L

z 0dze  vì f(z) = ez giải tích 

trong cả mặt phẳng. 
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Ví dụ 2: Tính ∫ +
=

L
2 dz

1z
zsinI , L là đường tròn | z - 1| = 1. 

Hàm 
1z
zsin)z(f 2 +

= có hai điểm bất thường là nghiệm của phương trình z2 + 1 = 0 là ±j.  

Vậy f(z) giải tích trong miền | z - 1 | ≤ 1 . Áp dụng định lí Cauchy ta có I = 0. 

Ví dụ 3: Tính ∫ −
=

L 0zz
dzI , L là đường tròn tâm zo, bán kính R, tích phân lấy theo 

chiều dương. 
Phương trình tham số của L là: 

⎩
⎨
⎧

+=
+=

tsinayy
tcosaxx

o

o  

Vậy z(t) = x(t) + jy(t) = zo + aejt; z’(t) = jaejt. 
Theo (4) ta có: 

 j2dt
ae
jaeI

2

0
tj

tj

π== ∫
π

 

Sở dĩ I ≠ 0 vì hàm 
0zz

1)z(f
−

=  có điểm bất thường tại z = zo và giả thiết của định lí 

Cauchy không được thoả mãn. 
 Qua ví dụ này ta thấy nếu f(z) có điểm bất thường trong G thì định lí Cauchy 
không còn đúng nữa. 

Ví dụ 4: Tính  ∫=
j

o

zdzzeI

Ta có thể viết: )1sinj1)(cos1j(1)1e(jedzezedzzeI jj
j

o

zj

o

z
j

o

z +−+=−−=−== ∫∫  

                              )1sin1(cosj)1sin1cos1( −+−−=  

Ví dụ 5: Tính  ∫
+

−=
1j

1

100 zdz)1z(I

Đặt t = z - 1 ta có: 

 
102

j
102

1
101
j

102
j

101
t

102
tdt)tt(dt)1t(tI

101102j

0

101102j

o

100101
j

o

100 +−=+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=+=+= ∫∫  

 
§3. ĐỊNH LÍ CAUCHY CHO MIỀN ĐA LIÊN 

1. Định lí: Giả sử miền G là đa liên mà biên L gồm đường cong bên ngoài Lo, và các 
đường cong bên trong L1, L2,.., Ln.(hình a) 
Nếu f(z) là một hàm giải tích trongG thì: 
  ∫∫∫∫ +++=

Ln2L1LoL

dz)z(fdz)z(fdz)z(fdz)z(f L      (7) 
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L2 

L1 

Lo 
L1 

Lo 

B 
A 

 
 
 
 
 
 

a b  
Các tích phân đều lấy theo hướng dương, nghĩa là ngược chiều kim đồng hồ. 
Chứng minh: Ta sẽ chứng minh 

∫∫ =
1LoL

dz)z(fdz)z(f  

nếu biên bên trong chỉ có một đường cong kín L1(hình b). Cách chứng minh tương tự 
nếu biên bên trong có nhiều đường.  
 Giả sử AB là lát cắt  nối điểm A trên đường Lo và điểm B trên đường L1. Do lát 
cắt AB, miền G trở thành đơn liên, do đó có thể áp dụng định lí Cauchy nêu ở phần 
trên. Ta có: 

0dz)z(fdz)z(fdz)z(fdz)z(f
BA1LABoL

=+++ ∫∫∫∫  

Kí hiệu ∫
1L

dz)z(f chỉ tích phân theo hướng thuận chiều kim đồng hồ.  

Theo tính chất của tích phân ta có: 
∫∫ −=
1L1L

dz)z(fdz)z(f  

∫∫ −=
BAAB

dz)z(fdz)z(f  

Thay vào trên ta có: 
0dz)z(fdz)z(f

1LoL

=− ∫∫  

Đây là điều cần chứng minh. 
Ghi chú: Công thức (7) có thể viết thành: 

0dz)z(fdz)z(fdz)z(fdz)z(f
Ln2L1LoL

=−−−− ∫∫∫∫ L  

hay: 0dz)z(fdz)z(fdz)z(fdz)z(f
nL2L1LoL

=++++ ∫∫∫∫ L  

hay gọn hơn: 
 0dz)z(f

nL1LoL

=∫
+++ L

 

Gọi L là biên có hướng dương của miền G thì đẳng thức trên được viết là: 
 0dz)z(f

L

=∫  

Đây là công thức (1) suy rộng cho miền đa liên. 
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Hệ quả: Giả sử f(z) giải tích trong miền D có biên C và liên tục trong D thì với mọi ro 
∈ D thì: 

)z(jf2
zz
)z(f

o
C o

π=
−∫  

  

Ví dụ :Tính 
( )∫ −

=
L

n
ozz

dzI  với n nguyên dương, zo cho trước. L là đường cong kín 

không qua zo 
 

zoG
zo

 
 
 
 
 
Gọi G là miền giới hạn bởi đường cong L. 

 Giả sử zo ∉ G. Khi đó 
( )nozz

1)z(f
−

=  là hàm giải tích trongG nên theo định lí 

Cauchy thì I = 0 
 Giả sử zo ∈ G. Loại khỏi G một miền là hình tròn tâm zo , bán kính a. Như vậy 
f(z) sẽ giải tích trong miền nhị liên còn lại. Theo (8) thì: 

( ) ( )∫∫
γ −

=
−

= n
oL

n
o zz

dz
zz

dzI  

γ là đường tròn | z - zo | = a. 
Nếu n = 1 thì I = 2jπ 
Nếu n ≠ 1, chú ý là khi z ∈ γ thì: z = zo + aejt, dz = jaejtdt 0 ≤ t ≤ 2π 
Vậy: 

( )
0e

a)n1(
1dte

a
j

ea
dtjae

zz
dzI

2

0

t)n1(j
2

0
1n

t)n1(j
1n

2

0
jntn

jt

L
n

o

=
−

===
−

=
π−

π

−
−

−

π

∫∫∫  vì ej(1-n)2π = eo = 1 

Ta tóm tắt kết quả để dùng sau này: 

 
( ) ⎩

⎨
⎧

≠∀
=π

=
−∫ z0

zbaoL,1nkhij2
zz

dz o

L
n

o

 

 
2. Tích phân không phụ thuộc đường đi: 
 Định lí: Giả sử f(z) là một hàm giải tích trên miền đơn liên G và zo là một điểm 
cố định thuộc G. Khi đó tích phân của hàm f(z) dọc theo một đường cong kín nằm 

trọn trong G, đi từ điểm zo đến điểm z  không phụ thuộc vào đường lấy tích 

phân 

∫
z

oz

dz)z(f
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n 
m 

M(z) 

Mo(zo) L2 

L1 

 Nếu cận trên z thay đổi thì tích phân đó là một 
hàm giải tích của z trong G và có đạo hàm được xác 
định bởi công thức: 

 )z(fdz)z(f
dz
d z

oz

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∫    (10) 

Chứng minh: Lấy hai đường cong bất lì L1 và L2 nằm 
trong G và đi từ zo đến z. Do f(z) giải tích nên áp 
dụng định lí Cauchy cho đường cong kín MomMnMo: 
  0dz)z(fdz)z(f

oMnMmMoM

=+ ∫∫

hay:  0dz)z(fdz)z(f
nMoMmMoM

=− ∫∫

tức là:  ∫∫ =
2L1L

dz)z(fdz)z(f

Vì L1 và L2 là bất kì nên ta có thể kết luận rằng tích phân đi từ zo đến z không phụ 
thuộc đường lấy tích phân mà chỉ phụ thuộc cận trên z. 

 Bây giờ ta còn phải chứng minh rằng nếu đặt thì F’(z) = f(z). Vì 

tích phân không phụ thuộc đường đi nên ứng với mỗi z tích phân có một giá trị hoàn 
toàn xác định. Vậy F(z) là một hàm đơn trị. Ta có: 

∫=
z

oz

dz)z(f)zF(

∫∫∫∫
∆+∆+

ζζ=ζζ+=ζζ−ζζ=−∆+=∆
zz

z

oz

z

z

oz

zz

oz

d)(fd)(fd)(fd)(f)z(F)zz(FF  

Vì f(ζ) giải tích, nên nó liên tục tại z. Do đó có thể viết f(ζ) = f(z) + α(ζ) với α(ζ) là 
hàm giải tích, dần tới 0 khi ζ→0. Vậy: 

[ ] ∫∫∫∫∫
∆+∆+∆+∆+∆+

ζα+ζ=ζζα+ζ=ζζα+=∆
zz

z

zz

z

zz

z

zz

z

zz

z

d)(d)z(fd)(d)z(fd)()z(fF  

       ∫
∆+

ζζα+∆=
zz

z

d)(z)z(f

hay 
z

d)(
)z(f

z
F

zz

z

∆

ζζα
+=

∆
∆ ∫

∆+

        (11) 

Cho ∆z→0 thì z + ∆z → z. Số hạng thứ hai bên vế phải dần tới 0. Thật vậy, do tích 

phân không phụ thuộc đường đi nên trong tích phân  ta chọn đường đi từ z 

tới z + ∆z là đoạn thẳng nối hai điểm đó. Chiều dài đoạn thẳng này là | ∆z |. Sau đó áp 
dụng công thức ước lượng tích phân ta có: 

∫
∆+

ζζα
zz

z

d)(

  z.)(maxd)(
zz

z

∆ζα≤ζζα∫
∆+
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Vậy: )(max
z

d)(
zz

z ζα≤
∆

ζζα∫
∆+

 

Cho ∆z→0 thì max | α(ζ) | → 0. Do đó 0
z

d)(
zz

z →
∆

ζζα∫
∆+

. Từ (11) ta suy ra F’(z) = f(z). 

 
§4. TÍCH PHÂN BẤT ĐỊNH 

Ta gọi F(z) là nguyên hàm f(z) nếu F’(z) = f(z). Hiển nhiên, nếu F(z) là nguyên 
hàm của f(z) thì F(z) + C , trong đó C là một hằng số phức cũng là nguyên hàm của 
f(z). Ngược lại nếu Φ(z) và F(z) đều là nguyên hàm của f(z) thì chúng phải khác nhau 
một hằng số phức C: 
 Φ(z) - F(z)  = C 
Thật vậy, đặt g(z) = Φ(z) - F(z) = u(x, y) + jv(x, y). 
Ta phải chứng minh rằng u và v là những hằng số. 
Ta có: 

g’(z) = Φ’(z) - F’(z) = 0        (12) 
Nhưng theo công thức tính đạo hàm: 

0
y
uj

y
v

x
vj

x
u)z(g =

∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

=′  

Như vậy: 

 0
x
v

y
u;0

y
v

x
u

=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂  

Nghĩa là u(x, y) và v(x, y) là các hằng số. Ta suy ra rằng nếu F(z) là nguyên hàm của 
f(z) thì họ hàm số F(z) + C với C là một hằng số phức tuỳ ý, chứa tất cả các nguyên 
hàm của f(z). Ta gọi họ hàm số này là tích phân bất định của hàm f(z) và kí hiệu là 

. zd)z(f∫
Tóm lại:  )z(f)z(F:C)z(Fzd)z(f =′+=∫
Theo bảng đạo hàm ta có thể suy ra bảng nguyên hàm, giống như trong tích phân 
thực: 

 

Czlndz
z
1

Czcosdzzsin

C
1n

zdzz

Cedze
1n

n

zz

+=

+=

+
+

=

+=

∫

∫

∫

∫
+
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§5. CÔNG THỨC NEWTON - LEIBNITZ 
 Định lí: Giả sử f(z) là một hàm giải tích trong miền đơn liên G và có nguyên 
hàm F(z). Khi đó: 

)z(F)z(Fd)(f 12

2z

1z

−=ζζ∫         (13) 

Chứng minh: Ta đã biết là  cũng là một nguyên hàm f(z). Vậy:  ∫ ζζ
z

oz

d)(f

C)z(Fd)(f
z

oz

+=ζζ∫  

Thay z = zo vào 2 vế ta có: 0 = F(zo) + C. Do đó C = - F(zo). Như vậy: 

   )z(F)z(Fd)(f o

z

oz

−=ζζ∫
Khi z = z1: 

 1z

ozo1

1z

oz

)z(F)z(F)z(Fd)(f =−=ζζ∫  

Công thức này được gọi là công thức Newton - Leibnitz. Khi tính tích phân của một 
hàm giải tích ta dùng trực tiếp công thức này mà không đưa về tính tích phân đường 
loại 2. 

Ví dụ 1: Tính  ∫=
j

2

2dzzI

3
8j

3
zdzzI

j

2

3j

2

2 +
−=== ∫  

Vi dụ 2: Tính ∫=
L z

dzI , L là cung tròn đi từ điểm z = -a đến điểm z = a( a> 0) 

[ ] π−=−+−=−−====
−−

∫∫ j)aarg(jalnaln)aln(alnzln
z

dz
z

dzI
a

a

a

aL

 

 

Ví dụ 3: Tính  ∫=
j

0

zdzzeI

j301.0381.0ezedzezedzzeI
j

0

zj

0

z
j

0

zj

0

z
j

0

z −−=−=−== ∫∫  

 
§6. CÔNG THỨC TÍCH PHÂN CAUCHY 

1. Tích phân Cauchy: 
Định lí: Giả sử G là một miền đơn liên hoặc đa liên giới hạn bởi biên L và z là 

một điểm bên trong G. Nếu f(z) giải tích trong G thì ta có công thức: 
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∫ −ζ
ζζ

π
=

L z
d)(f

j2
1)z(f         (14) 

Tích phân bên vế phải được gọi là tích phân Cauchy của hàm f(z). Công thức (14) 
được gọi là công thức tích phân Cauchy. 
 Ý nghĩa: Công thức này cho phép ta tính được giá trị của hàm giải tích ở bên 
trong miền G khi biết giá trị của nó trên biên.  

γ 

L 

zo 

Nói khác đi, giá trị của hàm giải tích trong miền, hoàn toàn 
được xác định bởi giá trị của nó trên biên. 
Chứng minh: Lấy zo bất kì trong miền G, ta sẽ chứng minh 
rằng: 

 ∫ −ζ
ζζ

π
=

L o
o z

d)(f
j2
1)z(f                            (15) 

Đặt  
ozz

)z(f)z(
−

=ϕ . Loại khỏi miền G một hình tròn  

bán kính r bất kì đủ nhỏ có tâm tại zo thì ϕ(z) sẽ giải tích trong miền đa liên còn lại.  
Áp dụng định lí Cauchy cho miền đa liên ta có: 

∫∫
γ −ζ

ζζ
=

−ζ
ζζ

oL o z
d)(f

z
d)(f  

γ là đường tròn | ζ - zo | = r 
Vì công thức trên đúng với mọi r khá bé nên (để đường tròn γnằm trong miền G) ta 
có thể viết: 

∫∫
γ

→ −ζ
ζζ

=
−ζ

ζζ

o
0r

L o z
d)(flim

z
d)(f  

Ta có:  

∫∫∫∫
γγγγ

ζ
−ζ

+ζ
−ζ
−ζ

=ζ
−ζ

+−ζ
=

−ζ
ζζ d

z
1)z(fd

z
)z(f)(fd

z
)z(f)z(f)(f

z
d)(f

o
o

o

o

o

oo

o  

             )z(fj2d
z

)z(f)(f
o

o

o π+ζ
−ζ
−ζ

= ∫
γ

      (16) 

Do tính liên tục của hàm f(ζ) nên ∀ε > 0 ta có thể chọn r khá bé để | f(ζ) - f(zo) | < ε. 
Khi đó ∀ζ ∈ γ ta có | ζ - zo | = r và: 

rz
)z(f)(f

o

o ε
<

−ζ
−ζ  

Áp dụng công thức ước lượng tích phân ta có: 

πε=π
ε

≤
−ζ
−ζ

∫
γ

2r2
rz

)z(f)(f

o

o  

Vì ε bé tuỳ ý nên: 
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0d
z

)z(f)(flim
o

o

0r
=ζ

−ζ
−ζ

∫
γ

→
 

Từ (16) suy ra: 

)z(f2d
z
)(flim o
o

0r
πε=ζ

−ζ
ζ

∫
γ

→
 

Đó là điều cần chứng minh. 
Nhờ công thức tích phân Cauchy ta có thể tính một số tích phân lấy dọc theo một 
đường cong kín.  

Ví dụ 1: Tính ∫ −
=

L

z

)3z(z
dzeI  trong các trường hợp sau: 

L3 

L2 

L1 

- L là đường tròn tâm tại 2, bán kính 1.5(đường L1) 
- L là đường trón tâm O, bán kính 0.25(đường L2) 
- L là đường trón tâm 0.5, bán kính 5(đường L3) 

- Để tính tích phân ∫ −
=

1L

z

)3z(z
dzeI  ta dùng (15) 

Chọn 
z
e)z(f

z

= , zo = 3; hàm f(z) giải tích 

trong hình tròn 
2
32z ≤− . Vậy giả thiết 

của định lí được thoả mãn. Ta có: 

3
ej2)3(fj2

)3z(z
dzeI

z

1L

z

π=π=
−

= ∫  

- Để tính  ∫ −
=

2L

z

)3z(z
dzeI ta đặt 

3z
e)z(f

z

−
= , zo = 0; hàm f(z) giải tích trong hình tròn 

4
1z ≤ . Vậy giả thiết của định lí được thoả mãn. Ta có: 

3
j2

30
ej2)0(fj2

)3z(z
dzeI

0

1L

z π
−=

−
π=π=

−
= ∫  

- Hàm dưới dấu tích phân 
)3z(z

e)z(f
z

−
= giải tích trong miền đa liên mà biên ngoài là 

Lo và hai biên trong là L1 và L2. Áp dụng định lí Cauchy cho miền đa liên ta có: 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−π=

−
+

−
=

− ∫∫∫ 3
e

3
1j2

)3z(z
dze

)3z(z
dze

)3z(z
dze z

2L

z

1L

z

L

z

 

Ví dụ 2: Tính ∫ +
=

L
2 1z
dzI  trong 2 trường hợp: 

- L là đường tròn | z - 2 | = 3/2(đường L1) 
- L là đường tròn | z - j | = 1 (đường L1) 
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Vì hàm 
1z

1)z(f 2 +
= giải tích trong hình 

tròn 
2
32z ≤−  nên theo định lí Cauchy ta 

có: 

0
1z

dzI
1L

2 =
+

= ∫  

∫∫ −+
=

+
=

2L2L
2 )jz)(jz(

dz
1z

dzI .  L1 

L2 

Ta đặt 
jz

1)z(f
+

= , zo = j. Hàm f(z) giải tích trong hình tròn | z - j | ≤ 1. Áp dụng (15) 

ta có: 

j2
1)j(f

1z
dz

j2
1

2L
2 ==
+π ∫  

Như vậy: 

            π=
+∫

2L
2 1z
dz  

2. Tích phân loại Cauchy:  
 Định nghĩa:  Giả sử L là một đường cong trơn và f(t) là một hàm liên tục trên 
L. Xét hàm: 

∫ −π
=Φ

L zt
dt)t(f

j2
1)z( , z bất kì ∈  L      (17) 

Nếu z∈  L thì hàm số dưới dấu tích phân là một hàm liên tục. Vậy tích phân tồn tại và 
cho ta một hàm số của z xác định khắp nơi, trừ các điểm thuộc L. 
 Định lí: Hàm Φ(z)  xác định bởi tích phân loại Cauchy một hàm giải tích tại 
mọi điểm z ∈ L. Đạo hàm cấp n của nó được tính  theo công thức: 

∫ −
ξξ

π
=Φ

L

)n(

zt
d)(f

j2
1n)z( ,  z bất kì ∉ L 

 
§7. ĐẠO HÀM CẤP CAO CỦA MỘT HÀM GIẢI TÍCH 

1. Đạo hàm cấp cao của một hàm giải tích: 
Định lí: Nếu f(z) giải tích trong miền giới nội D và liên tục trong D với biên C 

thì tại mọi z ∈ D hàm f(z) có đạo hàm mọi cấp và: 

 ,...2,1n;
)zt(
dt)t(f

j2
!n)z(f

C
1n

)n( =
−π

= ∫ +       (20) 

Trong đó chiều đi trên biên C là chiều dương. 
Chứng minh: Theo định nghĩa đạo hàm và công thức tích phân Cauchy ta có: 
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dt
zt

1
hzt

1)t(f
h
1lim

j2
1

h
)z(f)hz(flim)z(f

C
0h0h ∫ ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

−
−

−−π
=

−+
=′

→→
 

        ∫∫ −π
=

−−−π
=

→
C

2
C

0h )zt(
dt)t(f

j2
1

)zt)(hzt(
dt)t(f

h
1lim

j2
1  

Việc qua giới hạn dưới dấu tích phân thực hiện được vì hàm 
hzt

1)t(g
−−

=  z cố định 

thuộc D và t chạy trên C hội tụ đều trên C đến 
zt

1
−

 khi h → 0. 

Ta đã chứng minh công thức trên với n = 1. Với n > 1 ta chứng minh bằng cách quy 
nạp. 
Như vậy ta suy ra nếu f(z) giải tích trong miền đơn liên giới hạn bởi đường cong C và 
liên tục trong D  , zo ∈ D thì : 

)z(f
!n
j2

)zz(
dz)z(f

o
)n(

C
1n

o

π
=

−∫ −   n = 0, 1, 2,... 

với quy ước 0! = 1, f (o)(zo) = f(zo). 

Ví dụ: Tính ∫ −
=

L
3)jz(

zdzcosI , L là đường tròn | z - j | = 1 

Ta viết công thức (20) dưới dạng khác: 

∫ +−π
=

L
1n

o
o

)n(

)zz(
dz)z(f

j2
!n)z(f  

Trong công thức này f(z) = cosz, zo = j, n = 2. Ta có: 

)j(fj
!2

)j(fj2
)jz(

zdzcosI
L

3
′′π=

′′π
=

−
= ∫  

Do f’(z) - -sinz, f”(z) = -cosz nên f”(j) = -cosj = -ch1. Vậy: 
 I = -πjch1 
2. Bất đẳng thức Cauchy và định lí Liouville: 
 a. Bất đẳng thức Cauchy: Giả sử G là một miền có biên L và f(z) là hàm giải 
tích trong G . Gọi M là giá trị lơn nhất của | f(z) | trong miền G , R là khoảng chá từ 
điểm zo ∈ G tới biên, l là độ dài của L thì từ (20) suy ra: 

1n
L

1n
o

o
)n(

R2
Ml!n

)zt(
dt)t(f

2
!n)z(f ++ π

≤
−π

≤ ∫  

Nếu G là hình tròn | z - zo | < R thì l = 2pR và công thức trên trở thành: 

1no
)n(

R
M!n)z(f ≤          (21) 

Bất đẳng thức trên gọi là bất đẳng thức Cauchy. 
 b. Định lí Liouville: Nếu hàm f(z) giải tích trong toàn mặt phẳng và bị chặn thì 
nó là một hằng số. 
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Chứng minh: Giả thiết | f(z) | < M ∀z ∈ C. Từ (21) suy ra 
R
M)z(f ≤′  với R đủ lớn. 

Vì vế trái không phụ thuộc R nên | f’(z) | = 0 ∀z ∈ C.  
Tóm lại f’(z) = 0 trong toàn mặt phẳng, áp dụng công thức Newton - Leibnitz, chọn zo 
cố định ta được: 

∫ =′=−
z

oz
o 0dz)z(f)z(f)z(f  

Vậy f(z) = f(zo) ∀z. 
 

§8. CÔNG THỨC SCHWARTZ - CHRISTOPHELL 
 a. Định lí: Gọi P là một đa giác trong mặt phẳng w có n đỉnh là w1, w2, w3,.., 
wn với wk ≠ ∞ ∀k 
 

wk 

u 

v 
w1 

wn 

w3 

w2 

O1 Oa  1 

y 

x an a2 

 
 
 
 
 
 
 
 
Gọi αk là góc trong của đa giác tại đỉnh wk và  

π−=απ<α< ∑
=

n

1k
kk )2n(:20  

Hàm w = f(z) biến nửa mặt phẳng trên Imz > 0 lên miền trong của đa giác P sao cho 
ảnh của các điểm a1, a2,..an  
 -∞ < a1 < a2 < ⋅⋅⋅< an < ∞ 
trên trục thực Ox là các đỉnh w1, w2,.., wn của đa giác P, được xác định bởi công thức 
Schwartz - Christophell: 

 ( ) ( ) ( ) 1
1n

n
12

2

z

oz

11

1 Cdaa.aC)z(f +ζ−ζ−ζ−ζ= −
π
α

−
π
α

−
π
α

∫ L    (10) 

Trong đó zo, C và C1 là các hằng số phức. 
 b. Dạng khác của công thức Schwartz - Christophell: Nếu một đỉnh của đa 
giác tương ứng với điểm ∞, chẳng hạn đỉnh w1 tương ứng với a1 = ∞, thì (10) được 
thay bởi: 

( ) ( ) ( ) 1
1n

n
13

3

z

oz

12

2 Cdaa.aC)z(f +ζ−ζ−ζ−ζ= −
π
α

−
π
α

−
π
α

∫ L    (11) 

Như vậy trong (11) vắng mặt thừa số ( ) 12

2a −
π
α

−ζ  
Trái lại nếu một trong các đỉnh của đa giác là điểm ∞, chẳng hạn wk = ∞ thì trong (10) 
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ta phải đặt αk = -βk trong đó βk là góc giữa hai cạnh cùng đi qua wk tại giao điểm hữu 
hạn của chúng. 
 c. Sử dụng công thức Schwartz - Christophell: Khi ta phải biến một đa giác P 
cho trước trong mặt phẳng w lên nửa mặt phẳng Imz > 0 thì ta sử dụng công thức 
(10). Chú ý là ta chưa biết ak là ảnh của các đỉnh đa giác và các hằng số zo, C1 và C2. 
Theo định lí Rieman, ta có thể chọn tuỳ ý ảnh của 3 đỉnh đa giác, nghĩa là chọn tuỳ ý 
3 số a1, a2 và a3. Các số an còn lại và những hằng số tích phân zo, C1, C2 sẽ được xác 
định tuỳ theo điều kiện bài toán, 
Ví dụ 1: Biến miền G gạch chéo lên nửa mặt phẳng Imz > 0 
 
 

y 

O1 
a2 

x 
a2 a1 a3 

 

O1 

A2 v 

u 

απ 

A1 

A1 
A3 

A2 

 
 
 
 
 
 
 
Miền G có thể coi là một tam giác có đỉnh A1 = ∞, A2 = ∞ và A3 có toạ vị w = jh. Các 
góc ở đỉnh tam giác là α1 = 0, α2 = -απ, α3 = π + απ. Ta sẽ biến các điểm A1, A2 và 
A3 lần lượt thành các điểm a1, a2 và a3. Ta có: 

∫ ++= α−
z

oz
1

1 Cdz)1z(zCw  

Vì w(-1) = jh nên ta có thể lấy zo = -1 và C1 = jh. Vậy: 

∫
−

α

+
+

=
z

1

jhdz
z

)1z(Cw  

Để xác định hằng số tích phân C, ta sẽ làm như sau: cho điểm z chạy trên nửa cung 
tròn γ bán kính r khá bé z = rejϕ sao cho ϕ biến thiên từ π đến 0. Gọi ∆w là số gia 
tương ứng của w khi z chạy trên cung tròn đó. Ta có: 

∫
γ

α+
=∆ dz

z
)1z(Cw  

Khai triển (1 + z)α theo luỹ thừa của z ta có: 

∫
γ

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

−αα
+α+= dzz

!2
)1(

z
1Cw L  

Đặt z = rejϕ rồi tích phân theo ϕ từ π đến 0 ta được: 
 ∆w = - Cπj +O(r) trong đó O(r) → 0 khi r → 0 
Mặt khác trong mặt phẳng w điểm w tương ứng chuyển từ tia A1A3 sang tia A1A2 nên 
ta được: 
 ∆w = - jh +O(r)  
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Từ đó suy ra -jh = - Cπj hay 
π

=
hC  

Tóm lại phép biến hình phải tìm là hàm ngược của hàm: 

∫
−

α

+
+

π
=

z

1

jhdz
z

)1z(hw         (13) 

Trường hợp α = 1 ta có: 

)zln1z(hjh)zlnz(hjhdz
z

)1z(hw z

1

z

1

++
π

=++
π

=+
+

π
=

−
−
∫   (14) 

đây là phép biến hình , biến nửa mặt phẳng Imw > 0 có một lát cắt dọc theo A1A3 
thành nửa mặt phẳng trên Imz > 0. 
Ví dụ 2: Tìm phép biến hình bảo giác biến hình chữ nhật có các đỉnh A1(w1 = k), 
A2(w2= h+ jk) , A3(w = -h + jk), A4(w4 = -h) lên nửa mặt phẳng trên Imz > 0 
 
 y 

O1 x 1/k1/k
a3 a4 

1 
a2 a1 a1 

O1 

A2 

v 

u 

B 

A1 A4 

A3 

 
 
 
 
 
 
 
 
Gọi w = f1(z) là phép biến hình biến góc phần tư thứ nhất (Rez > 0, Imz > 0) thành 
hình chữ nhật O1A1A2B sao cho o1 ứng với O. A1 ứng với điểm z = 1 B ứng với điểm 
z = ∞. Trong phép biến hình này A2 sẽ ứng với điểm z = 1/k với k là một hằng số 
dương nhỏ hơn 1 mà ta phải xác định. Qua phép biến hình, đoạn BO1 ứng với nửa 
trục Oy dương. Theo nguyên lí đối xứng, hàm w = f(z) là hàm phải tìm để biến nửa 
mặt phẳng trên Imz > 0 lên hình chữ nhật A1A2A3A4 là thác triển của hàm f1(z) qua 
trục ảo. Cũng theo nguyên lí đối xứng, các điểm đối xứng qua BO1 ứng với các điểm 
đối xứng qua Oy. Vậy A4 ứng điểm z = -1; A3 ứng với điểm z = -1/k. Áp dụng công 

thức Schwartz - Christophell với 
24321
π

=α=α=α=α  và zo = 0 ta có: 

1

1
2
11

2
1

z

0

1
2
11

2
1

Cd
k
1

k
1)1()1(C)z(fw +ζ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +ζ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −ζ−ζ+ζ==

−−

−−

∫  

Vì f(0) = 0 nên C1 = 0, vậy: 

( )( )∫∫
ζ−ζ−

ζ
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −ζ−ζ

ζ′=
z

0
222

z

0
2

22 k11
dC

k
1)1(

dCw   

Ta còn phải xác định hằng số C và k. Vì A1(w1 = h) ứng với = 1 nên: 
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( )( )∫
ζ−ζ−

ζ
=

1

0
222 k11

dCh  

Vì A2(w2 = h +jk) ưng với z = 1/k nên : 

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( )∫

∫ ∫∫

ζ−ζ−

ζ
+=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

ζ−ζ−

ζ
+

ζ−ζ−

ζ
=

ζ−ζ−

ζ
=+

k
1

0
222

1

0

k
1

0
222222

k
1

0
222

k11
djh

k11
dj

k11
dC

k11
dCjkh

(15) 

Suy ra: 

( )( )∫
ζ−ζ−

ζ
=

k
1

0
222 k11

dk         (16) 

Các đẳng thức (15) và (16) sẽ cho phép ta xác định C và k. 
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CHƯƠNG 4: CHUỖI HÀM PHỨC 
 

§1. KHÁI NIỆM CHUNG 
1. Định nghĩa: Cho dãy các hàm biến phức u1(z), u2(z), u3(z),... xác định trong miền 
E. Ta gọi biểu thức: 

LL ++++=∑
∞

=
)z(u)z(u)z(u)z(u n21

1n
n      (1) 

là chuỗi hàm biến phức. 
Tổng của n số hạng đầu tiên là: 
 Sn(z) = u1(z) + u2(z) + ⋅⋅⋅+ un(z) 
được gọi tổng riêng thứ n của chuỗi hàm (1). Nó là một hàm phức xác định trong 
miền E. 

 Nếu tại z = zo, chuỗi  hội tụ thì z)z(u o
1n

n∑
∞

=
o được gọi là điểm hội tụ của chuỗi 

hàm (1). Nếu tại z = zo, chuỗi  không hội tụ thì z)z(u o
1n

n∑
∞

=
o được gọi là điểm phân kì 

của chuỗi hàm (1). Tập hợp các điểm hội tụ của chuỗi hàm được gọi là miền hội tụ 
của nó. Nếu gọi f(z) là tổng của chuỗi (1) tại điểm hội tụ z thì f(z) hiển nhiên là một 
hàm biến phức xác định trong miền hội tụ G.  
2. Khái niệm về hội tụ đều: Theo định nghĩa 1 ta có ∀z ∈ G: 

)z(f)z(Slim nn
=

∞→
         (2) 

Nếu đặt Rn(z) = f(z) - Sn(z) thì đẳng thức (2) được viết là: 
0)z(Rlim nn

=
∞→

 

Điều đó có nghĩa là ∀ε > 0 cho trước, tồn tại một số N(ε, z) dương phụ thuộc vào ε và 
z  sao cho khi n > N thì | Rn(z) | < ε. 
 a. Định nghĩa:  Chuỗi hàm (1) được gọi là hội tụ đều trên tập Go ⊂ G, nếu 
∀ε>0 cho trước, tồn tại một số N chỉ phụ thuộc ε: N = N(ε) sao cho khi n > N(ε) thì | 
Rn(z) | < ε ∀z ∈ Go. 

 b. Tiêu chuẩn Weierstrass: Nếu | un(z) | ≤ an ∀z ∈ G và nếu chuỗi hội tụ 

thì chuỗi hàm (1) hội tụ đều trong miền G. 

∑
∞

=1n
na

 Nói vắn tắt hơn, chuỗi (1) sẽ hội tụ đều trong G nếu chuỗi các môđun của nó, 
thừa nhận một chuỗi số dương trội hội tụ. 
Chứng minh: Cho trước ε > 0, ta sẽ chứng minh rằng tồn tại N(ε) sao cho khi n > N(ε)  

thì | Rn(z) | < ε ∀z ∈ G. Thật vậy vì chuỗi hội tụ nên ∀ε > luôn luôn tồn tại N(ε) ∑
∞

=1n
na

 sao cho khi n > N(ε) thì: 
 rn = an+1 + an+2 + ⋅⋅⋅ < ε 
Nhưng vì | un+1(z) | < an+1, | un+2(z) | < an+2, | un+3(z) | < an+3... nên: 
| Rn(z) | = | un+1(z) + un+2(z) + ⋅⋅⋅ | < | un+1(z) | + | un+2(z) | + ⋅⋅⋅ < an+1 + an+2 +⋅⋅⋅ < ε 
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∀z ∈ G. 
 Đó là điều cần chứng minh. 
 c. Tính chất của chuỗi hội tụ đều: 
Định lí 1: Nếu tất cả các số hạng un(z) của chuỗi hàm (10) đều liên tục trong miền G 
và nếu chuỗi hàm (1) hội tụ đều trong G thì tổng f(z) của nó cũng liên tục trong G. 
Chứng minh: Giả sử z và z + h là hai điểm bất kì trong G. Ta có: 

f(z) = Sn(z) + Rn(z) 
f(z + h) = Sn(z + h) + Rn(z + h) 

Cho trước ε > t phải chứng minh với | h | đủ nhỏ, ta có: 
| f(z + h) - f(z) | < ε 

Thật vậy: 
 | f(z + h) - f(z) | = | Sn(z + h) + Rn(z + h) - Sn(z) - Rn(z) | 
                                    = | Sn(z + h) - Sn(z) + Rn(z + h) - Rn(z) | 
        ≤ | Sn(z + h) - Sn(z) | + | Rn(z + h) - Rn(z) |   (4) 
Do tính hội tụ đều của chuỗi  ta có thể tìm được số n chỉ phụ thuộc vào ε sao cho: 

3
)z(R;

3
)hz(R nn

ε
<

ε
<+  

Với n đã chọn ở trên, xét hàm Sn(z). Đó là tổng của một số hữu hạn các hàm liên tục 
trong miền G. Vậy Sn(z) cũng liên tục trong G. Do đó ta có thể chọn h khá nhỏ để:  

3
)z(S)hz(S nn

ε
<−+  

Thay vào (4) ta có: 
 | f(z + h) - f(z) | ≤ ε 
Đó là điều cần chứng minh. 
Định lí 2: Nếu tất cả các số hạng của chuỗi hàm (1) đều liên tục trên cung L và chuỗi 
hàm (1) hội tụ đều trên cung đó thì ta có thể tính tích phân từng số hạng của chuỗi 
hàm (1) dọc theo Lo, nghĩa là nếu f(z) là tống của chuỗi hàm (1) thì: 

LL ∫∫∫∫ ++++=
L

n
L

2
L

1
L

dz)z(udz)z(udz)z(udz)z(f    

Chứng minh: Trước hết ta nhận xét rằng vì f(z) liên tục trên L nên tồn tại tích phân 
. Đặt . Ta cần chứng minh rằng: ∫

L

dz)z(f ∫∫∫ +++=σ
L

n
L

2
L

1n dz)z(udz)z(udz)z(u L

      ∫=σ
∞→

L
nn

dz)z(flim

hay    0dz)z(flim n
L

n
=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
σ−∫∞→

hay     (6) [ 0dz)z(u)z(u)z(udz)z(flim
L

n21
L

n
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+++− ∫∫∞→

L ]

Vì chuỗi (1) hội tụ đều trên L nên với mọi ε > 0 cho trước ta tìm được N(ε) sao cho 
khi n > N(ε) thì | Rn(z) | < ε ∀z ∈ L. Áp dụng công thức ước lượng tích phân ta có: 
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ldz)z(R
L

n ε≤∫ , l là chiều dài của cung L 

Vì ε bé nên . Đây là điều cần phải chứng minh. 0dz)z(Rlim
L

nn
=∫∞→

 d. Định lí Weierstrass: Nếu các số hạng của chuỗi hàm (1) là giải tích trong 
miền G và chuỗi (1) hội tụ đều trong miền đó thì tổng f(z) của chuỗi cũng là một hàm 
giải tích trong G. Đối với chuỗi hàm (1) ta có thể đạo hàm từng số hạng tới cấp tuỳ ý, 
nghĩa là: 
  z ∈ G, m nguyên bất kì LL ++++= )z(u)z(u)z(u)z(f )m(

n
)m(

2
)m(

1
)m(

Chứng minh: Ta nhận thấy trong định lí này không giả thiết gì về tính hội tụ của chuỗi 
đạo hàm . Lấy z bất kì thuộc G. C là đường tròn tân z bán kính r khá nhỏ sao cho hình 
tròn Go bao bởi C nằm trọn trong G. Để chứng minh f(z) giải tích trong Go, ta sẽ 
chứng minh f(z) được biểu diễn bằng một tích phân loại Cauchy, cụ thể ta sẽ chứng 
minh rằng: 

∫ −ζ
ζζ

π
=

C z
d)(f

j2
1)z(f         (7) 

Thật vậy, do giả thiết, chuỗi hàm (1) hội tụ đều trong G. Vậy nó hội tụ đều trên C. Ta 
có: 
 u1(ζ) + u2(ζ) + ⋅⋅⋅+ un(ζ) + ⋅⋅⋅ = f(ζ) đều ∀z ∈C    (8) 

Vì với ζ∈C thì ζ - z ≠ 0 nên nhân 2 vế với 
z

1
j2
1

−ζπ
 ta có: 

)z(j2
)(f

z
)(u

z
)(u

z
)(u

j2
1 n21

−ζπ
ζ

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−ζ
ζ

++
−ζ
ζ

+
−ζ
ζ

π
LL  đều ∀z ∈ C 

Vì chuỗi hàm ở vế trái hội tụ đều trên C nên theo định lí 2, ta có thể tích phân từng số 
hạng dọc theo C: 

 ζ
−ζ
ζ

π
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−ζ
ζζ

++
−ζ

ζζ
+

−ζ
ζζ

π ∫∫∫∫ d
)z(

)(f
j2
1

z
d)(u

z
d)(u

z
d)(u

j2
1

CC

n

C

2

C

1 LL  (9) 

Mặt khác vì mỗi số hạng un(z) giải tích nên theo (9), tích phân Cauchy: 

)z(ud
)z(
)(u

j2
1

n
C

n =ζ
−ζ
ζ

π ∫  

Vậy (9) viết được: 

ζ
−ζ
ζ

π
=++++ ∫ d

)z(
)(f

j2
1)z(u)z(u)z(u

C
n21 LL  

tức: ζ
−ζ
ζ

π
= ∫ d

)z(
)(f

j2
1)z(f

C

 

Vậy f(z) giải tích trong miền G. Vì trên kia đã lấy z bất kì trong G nên có thể kết luận 
f(z) giải tích trong G. Lập luận tương tự như trên ta chứng minh được rằng có thể đạo 
hàm từng số hạng của chuỗi (1) tới cấp tuỳ ý. 
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 Nhân 2 vế của (8) với 1m)z(j2
!m

+−ζπ
 ta có: 

1m1m
n

1m
2

1m
1

)z(j2
)(f!m

)z(
)(u

)z(
)(u

)z(
)(u

j2
!m

++++ −ζπ
ζ

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−ζ
ζ

++
−ζ
ζ

+
−ζ
ζ

π
LL  

đều ∀ζ ∈ C. Do tính hội tụ đều ta có thể tích phân từng số hạng dọc theo C và được: 

∫∫∫∫ ++++ −ζ
ζζ

π
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−ζ
ζζ

++
−ζ

ζζ
+

−ζ
ζζ

π C
1m

C
1m

1

C
1m

1

C
1m

1

)z(
d)(f

j2
!m

)z(
d)(u

)z(
d)(u

)z(
d)(u

j2
!m

LL  (9’) 

Vì un(z) giải tích theo giả thiết và f(z) giải tích do kết quả chứng minh ở trên nên theo 
(2) ở mục 12, chương 4 ta có : 

)z(u
)z(
d)(u

j2
!m )1m(

n
C

1m
1 +

+ =
−ζ

ζζ
π ∫ ;   )z(f

)z(
d)(f

j2
!m )m(

C
1m =

−ζ
ζζ

π ∫ +  

Vậy (9’) trở thành: 
)z(f)z(u)z(u)z(u )m()1m(

n
)1m(

2
)1m(

1 =++++ +++ LL  
Đó là điều cần chứng minh. 
 

§2. CHUỖI LUỸ THỪA 
1. Định nghĩa: Ta gọi chuỗi luỹ thừa, chuỗi hàm mà các số hạng là các hàm luỹ thừa. 
Nó có dạng: 

LL +−++−+−=−∑
∞

=

n
n

n
2

n
1

0n

n
n )az(c)az(c)az(c)az(c   (10) 

Trong đó cn (n = 0, 1, 2,...) và a là những hằng số phức, a được gọi là tâm của chuỗi. 
Bằng cách đổi biến ζ = z - a, chuỗi (1) có dạng: 

LL +ζ++ζ+ζ=ζ∑
∞

=

n
n

n
2

n
1

0n

n
n cccc       (11) 

có tâm tại ζ = 0. 
2. Định lí Abel: Nếu chuỗi luỹ thừa (11) hội tụ tại ζo ≠ 0 thì nó hội tụ tuyệt đối trong 
trong hình tròn | ζ | < ζo. Trong mọi hình tròn | ζ | < ϕ, (11) hội tụ đều. 
Chứng minh: Lấy ρ là một số dương bất kì ρ < | ζo | ta sẽ chứng minh trong hình tròn 
|ζ| ≤ρ thì chuỗi (11) thừ nhận một chuỗi trội hội tụ. Thật vậy, theo giả thiết, chuỗi 

hội tụ. Do đó . Dãy số∑
∞

=
ζ

0n

n
onc 0clim n

onn
=ζ

∞→
{ }n

onc ζ  có giới hạn. Vậy nó bị chặn, nghĩa 

là tồn tại số M > 0 sao cho: 
 Mc n

on ≤ζ  ∀n nguyên dương       (12) 
Từ (12) suy ra rằng với bất kì ζ nào trong hình tròn kín | ζ | ≤ ρ ta có: 

n

o

n

o

n
onn

o

n
n
on

n
n Mccc

ζ
ρ

≤
ζ
ζ

ζ=
ζ
ζ

ζ=ζ  
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Điều đó chứng tỏ rằng chuỗi thừa nhận một chuỗi dương trội là chuỗi ∑
∞

=
ζ

0n

n
nc

n

0n o

M∑
∞

= ζ
ρ . Chuỗi dương này là một cấp số nhân hội tụ vì công bội là 1

o

<
ζ
ρ . 

 
Vậy theo tiêu chuẩn Weierstrass, chuỗi (11) hội tụ tuyệt đối và đều trong mặt 

tròn | ζ | ≤ ρ. Vì số ρ có thể chọn gần | ζo | bao nhiêu cũng được nên (11) hội tụ tuyệt 
đối tại mọi điểm của hình tròn mở | ζ | < ζo. 
3. Hệ quả: Nếu chuỗi (11) phân kì tại ζ1 thì nó phân kì tại mọi điểm của miền   |ζ| < | 
ζ1 |. 
Chứng minh: ta chứng minh bằng phản chứng. Giả sử chuỗi (11) hội tụ tại ζo thuộc 
miền | ζ | > | ζ1 |. Áp dụng định lý Abel suy ra chuỗi hội tụ trong hình tròn | ζ | < | ζo | , 
đặc biệt chuỗi hội tụ tại ζ1 vì | ζ1 | < | ζo |. Điều này mâu thuẫn với giả thiết. 
4. Bán kính hội tụ: Trước hết chú ý là điểm ζ = 0 bao giờ cũng là điểm hội tụ của 
chuỗi (11). Tại đó chuỗi hàm tổng là co.  y Bây giờ ta xét tia Ot bất kì, xuất phát từ gốc 
ζ = 0. Có thể xảy ra 3 trường hợp: 

t 

C 
x 

G 
O 

* Trên tia Ot có cả những điểm hội tụ và 
những điểm phân kì.   

Vì theo định lí Abel, mỗi điểm hội tụ đều 
nằm gần gốc hơn một điểm phân kì bất kì. Do đó 
trên tia Ot tìm được một điểm ζ* ngăn cách những 
diểm hội tụ trên tia với những điểm phân kì. Bản 
thân ζ* , tuỳ trường hợp, có thể là điểm hội tụ hay 
phân kì. 

Cũng theo định lí Abel, chuỗi hội tụ trong hình tròn G: | ζ | < | ζ* | và phân kì 
bên ngoài tức trong miền | ζ | < | ζ* |. Hình tròn G được gọi là hình tròn hội tụ của 
chuỗi hàm (11), bán kính của nó R = | ζ* | được gọi là bán kính hội tụ. Trên biên C 
của hình tròn có thể có cả điểm hội tụ lẫn phân kì. 

* Trên tia Ot, tất cả các điểm đều là điểm hội tụ. Khi đó, theo định lí Abel, 
chuỗi hàm hội tụ trong một hình tròn bán kính lớn tuỳ ý. Nghĩa là nó hội tụ trong toàn 
mặt phẳng ζ và ta nói rằng bán kính hội tụ là ∞. 

* Trên tia Ot không có điểm nào là điểm hội tụ trừ ζ = 0. Khi đó theo hệ quả 
của định lí Abel, chuỗi hàm phân kì bên ngoài một hình tròn mà bán kính cả nó nhỏ 
tuỳ ý. Nói cách khác, mọi điểm c khác 0 đều là điểm phân kì và ta nói bán kính hội tụ 
R = 0. 

Lập luận tương tự giải tích thực, dựa vào tiêu chuẩn D’Alembert hay Cauchy, 
ta thấy bán kính hội tụ có thể tìm theo công thức: 

1n

n

n c
climR
+

∞→
=          (13) 
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hay: 
n

n
n c

1limR
∞→

=          (14) 

Ghi chú: Đối với chuỗi bằng phép đổi biến ζ = z - a ta đưa được về dạng 

nên ta suy ra hoặc chuỗi  chỉ hội tụ tại tâm z = a, hoặc hội tụ 

trong cả mặt phẳng hoặc hội tụ trong hình tròn | z - a | < R và phân kì bên ngoài hình 
tròn đó. 

∑
∞

=
−

0n

n
n )az(c

∑
∞

=
ζ

0n

n
nc ∑

∞

=
−

0n

n
n )az(c

Ví dụ 1: Xét chuỗi  .  LL +++++=∑
∞

=

n2

0n

n zzz1z

Ta tính bán kính hội tụ R của nó bằng công thức (13): 

1
c
climR

1n

n

n
==

+
∞→

 vì cn = cn+1 = 1 

Vậy chuỗi hội tụ tuyệt đối trong hình tròn | z | < 1. Trong hình tròn | z | ≤ ρ ≤ 1, chuỗi 
hội tụ đều. Ta xét tổng riêng: 

z1
z1zzz1)z(S

n
1n2

n −
−

=++++= −L   

Cho n → ∞, nếu | z | < 1 thì . Vậy 0zlim
n

n =
∞→ z1

1)z(Slim
n

n −
=

∞→
. Như vậy: 

z1
1zzz1z n2

0n

n

−
=+++++=∑

∞

=
LL ; | z | < 1  

Ví dụ 2: Xét sự hội tụ của chuỗi hàm: 

L+
−

+
−

+=
−∑

∞

= 2
)1z(

1
1z1

!n
)1z( 2

0n

n

 

Bán kính hội tụ của chuỗi đã cho bằng: 

∞=+=
+

=

+

==
∞→∞→∞→

+
∞→

)1n(lim
!n

)!1n(lim

)!1n(
1
!n

1

lim
c
climR

nnn
1n

n

n
 

Vậy chuỗi hội tụ trong toàn mặt phẳng phức. 

Ví dụ 3: Tìm hình tròn hội tụ của chuỗi ∑
∞ +

+
−

0
n

1n2

4)1n(
)jz(  

Áp dụng tiêu chuẩn D’Alembert cho chuỗi mođun các số hạng ta có: 

4
jz

)2n(
)1n(lim

4
jz

jz
4)1n(

4)2n(
jz

lim
u

ulimd
2

n

2

1n2
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3n2

n
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−
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+
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−
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==
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Như vậy miền hội tụ của chuỗi là | z - j |2 < 4 hay | z - j | < 2 . 
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§3. CHUỖI TAYLOR 

Giả sử chuỗi luỹ thừa có bán kính hội tụ là R = 0. Theo kết quả ở 

trên, trong hình tròn bán kính | z - a | ≤ ρ < R thì chuỗi hội tụ đều. Vì mỗi số hạng của 
chuỗi hạng của chuỗi đều là hàm giải tích và vì chuỗi hội tụ đều nên theo định lí 
Weierstrass tổng f(z) của chuỗi là một hàm giải tích trong miền | z - a | ≤ ρ. Bây giờ ta 
đặt vấn đề ngược lại: cho trước một hàm f(z) giải tích trong một lân cận điểm a. Hỏi 
có thể khai triển nó thành chuỗi luỹ thừa của (z - a) hay không. Nói khác đi, có thể tìm 

thấy chuỗi dạng  có tổng là f(z) trong lân cận a hay không? 

n

0n
n )az(c −∑

∞

=

n

0n
n )az(c −∑

∞

=

Định lí 1: Mọi hàm f(z) giải tích trong hình tròn | z - a | < R đều có thể khai triển một 
cách duy nhất thành chuỗi luỹ thừa của (z - a). 

a L 

C’ 

C Chứng minh: lấy z bất kì thuộc hình tròn | z - a | < 
R. Ta vẽ hình tròn C’ = {| z - a | = ρ} (ρ < R) bao 
điểm z bên trong. Gọi C là đường tròn | z - a | = R, 
C’ là đường tròn | z - a | = ρ. Theo công thức tích 
phân Cauchy ta có: 

 ∫ −ζ
ζζ

π
=

'C z
d)(f

j2
1)z(f          (16) 

Ta sẽ tìm cách khai triển hàm số dưới dấu tích phân  
thành chuỗi luỹ thừa của (z - a) hội tụ đều đối với biến ζ trên đường tròn C’. 
 Muốn vậy ta viết: 
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Nhưng vì ζ∈ C’ nên | z - a | < | ζ - a | và 1
a
az
<

−ζ
− . Vậy theo công thức tính tổng của 

một chuỗi nhân (xem công thức 15) ta có: 
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⎠
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Với z cố định, khi ζ biến thiên trên đường C’ thì 
z
)(f

−ζ
ζ  là một hàm liên tục đối với ζ.  

 Vậy nó bị chặn, tức M
z
)(f
≤

−ζ
ζ . Mặt khác 1q

az
a
az

a
az

<=
ρ
−

=
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nên: 
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Theo tiêu chuẩn Weierstrass, chuỗi bên vế phải của (17) hội tụ đều với tổng 
z
)(f

−ζ
ζ  

∀ζ∈C’. Vậy ta có thể tích phân từng số hạng dọc theo C’ và được: 
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Thay vào (16) ta được: 
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Như vậy tại mọi điểm z thuộc hình tròn | z - a | < R ta có thể viết: 
 f(z) = co + c1(z - a) + c2(z - a)2 + ⋅⋅⋅ + cn(z - a)n + ⋅⋅⋅  

với  ,...2,1,0n,
)a(
d)(f

j2
1c

'C
1nn =

−ζ
ζζ

π
= ∫ +  

Theo công thức tính đạo hàm cấp n của hàm giải tích ta có: 

 ,...2,1,0n,
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nên ta có: 
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Tóm lại ta đã khai triển được f(z) thành chuỗi luỹ thừa của (z - a): 
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Chuỗi luỹ thừa trên được gọi là chuỗi Taylor của hàm f(z) tại z = a. Nếu f(z) giải tích 
trong hình tròn | z - a | < R thì nó khai triển được thành chuỗi Taylor tại điểm a. 
 Bây giờ ta còn phải chứng minh tính duy nhất của khai triển.  
Giả sử f(z) đã được khai triển thành chuỗi luỹ thừa: 

 Raz,)az(c)z(f n

0n
n <−−= ∑

∞

=
       (19) 

ta sẽ chứng minh rằng 
!n

)a(fc
)n(

n =  

Thật vậy,trong (18) cho z = a, ta được co = f(a). Đạo hàm từng số hạng ta sẽ được: 

  1n

0n
n )az(nc)z(f −

∞

=
−=′ ∑

Như vậy f’(a) = c1. Tiếp tục đạo hàm rồi thay z = a vào 2 vế, lần lượt ta được: 
 f’’(a) = 2c2, f’’’(a) = 3!c3,..., f(n)(a) = n!cn. 

Vậy : 
!n

)a(fc
)n(

n =  

Nghĩa là chuỗi (19) đúng là chuỗi Taylor của hàm f(z). Đó là điều phải chứng minh. 
Ghi chú:  Trong (18) ta viết: 

 ∫ +−ζ
ζζ

π
=

'C
1nn )a(

d)(f
j2

1c  

Giả sử L là đường cong kín bất kì nằm hoàn toàn trong miền | z - a | < R. Vì hàm 

1n)az(
)z(f

+−
 giải tích trong miền nhị liên có biên là L và C’ nên theo định lí Cauchy ta 

có: 

 ∫∫ ++ −ζ
ζζ

=
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L
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Vậy ta có thể viết: 

 ∫ +−ζ
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π
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L
1nn )a(

d)(f
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1c  

 
Ta sẽ khai triển Taylor một số hàm sơ cấp cơ bản. Trước hết ta lập chuỗi Taylor của 
hàm f(z) = ez tại z = 0: 

Ta có f(z) = ez, f(n)(0) = 1; 
!n

1
!n

)0(f )n(

=  

Vây: LL +++++=
!n

z
!2

z
!1
z1e

n2
z  

Công thức trên có nghĩa ∀z ∈ C vì ez giải tích trong toàn bộ C. 
Tương tự ta có: 
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§4. CHUỖI LAURENT 

 Trong mục trước ta đã thấy rằng nếu f(z) giải tích trong một hình tròn tâm a, 
thì nó khai triển được thành chuỗi Taylor tại a. Bây giờ ta giả thiết rằng f(z) giải tích 
trong một lân cận điểm a, trừ tại z = a hay tổng quát hơn f(z) giải tích trong một hình 
vành khăn tâm a.  
1. Định lí Laurent: Giả sử f(z) là một hàm giải tích 
đơn trị trong hình vành khăn G: 
 r < | z - a | < R 
Khi đó ta có ∀z ∈ G: 
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(22) 
Trong đó các hệ số cn được tính theo công thức: 

,...2,1,0n
)a(
d)(f

j2
1c

L
1nn ±±=

−ζ
ζζ

π
= ∫ +       (23) 

L là một đường cong kín bất kỳ bao điểm a và nằm trọn trong hình vành khăn. Chuỗi 
bên phải hội tụ đều tới f(z) trong mọi hình vành khăn kín : r’ ≤ | z - a |  ≤ R’ (r’>R, 
R’<R) và được gọi là chuỗi Laurent của hàm f(z) với tâm tại a. 
Chứng minh: Lấy z bất kỳ thuộc G. Bao giờ ta cũng vẽ được 2 đường tròn: 
 L1 : | z - a | = r’ 

L2 : | z - a | = R’ 
mà r < r’ < R’ < R sao cho z thuộc hình vành khăn Go: r’ < | z - a | < R’. Vì f(z( giải 
tích trong Go nên áp dụng công thức tích phân Cauchy cho miền nhị liên Go mà biên 
ngoài là L2 và biên trong là L1 ta có: 

  ∫∫ ++ −ζ
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Tích phân thứ nhất trong (24) là một hàm giải tích bên trong đường tròn lớn L2. Ta sẽ 
tìm cách khai triển nó theo chuỗi luỹ thừa của (z - a). Tích phân thứ hai là một hàm 
giải tích bên  ngoài  hình  tròn nhỏ  và dần  tới 0  khi z → ∞. Ta sẽ tìm cách khai triển  
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nó theo chuỗi luỹ thừa của 
az
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Khi ζ ∈ L2 thì: 
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Vậy: ∑
∞

=
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−ζ
−

−ζ
=

−ζ 0n

n

a
az

a
1

z
1  

∑∑
∞

=
+

∞

= −ζ
−

π
ζ

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−ζ
−

−ζ
ζ

π
=

−ζ
ζ

π 0n
1n

n

0n

n

)a(
)az(

j2
)(f

a
az

a
)(f

j2
1

z
)(f

j2
1  

Lập luận tương tự ta thấy chuỗi bên vế phải hội tụ đều với ζ∈L2. Vậy có thể tich 
phân từng số hạng dọc theo L2: 
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Nếu đặt: 
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thì ta được: 
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Chú ý là không được viết: 
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n =  vì trong giả thiết của định lí không nói gì tới 

tính giải tích của f(z) tại a. 

 Khi ζ ∈ L1 thì 1
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Chuỗi bên phải hội tụ đều đối với ζ ∈ L1. Vậy ta có thể tích phân từng số hạng dọc 
theo L1: 

( ) ∫∑∫ ζζ−ζ
−π

=
−ζ
ζζ

π
− +

∞

=
+

2L

1k

0k
1k

1L

d)(f)a(
az
1

j2
1

a
d)(f

j2
1  

Trong vế phải, đổi kí hiệu của chỉ số chạy bằng cách đặt k + 1 = -n. Khi k = 0, 1, 2,.. 
thì n = -1, -2,...Vậy: 

( ) ∫∑∫ +

−∞

−= −ζ
ζζ

−
π

=
−ζ
ζζ

π
−

2L
1n

1n

n

1L )a(
d)(f.az

j2
1

a
d)(f

j2
1  

Nếu đặt: 

∫ +−ζ
ζζ

π
=

1L
1nn )a(

d)(f
j2

1c ,  n = -1, -2 ,...      (27) 

thì: (∑∫
−∞

−=
−=

−ζ
)ζζ

π
−

1n

n
n

1L

azc
a
d)(f

j2
1        (28) 

Thay các kết quả vào (24) ta có:  

( ) ( ) (∑∑∑
+∞

−∞=

−∞

−=

∞

=
−=−+−=

n

n
n

1n

n
n

0n

n
n azcazcazc)z(f )     (29) 

Với: 

∫ +−ζ
ζζ

π
=

2L
1nn )a(

d)(f
j2

1c   nếu n = 0, 1, 2 ,... 

∫ +−ζ
ζζ

π
=

1L
1nn )a(

d)(f
j2

1c   nếu n = -1, -2 ,... 

Nếu gọi L là một đường cong kín bất kì bao điểm a và nằm gọn trong vành 
khăn G thì trong biểu thức tính cn có thể thay tích phân dọc theo đường L1 và  L2 bởi 
tích phân dọc theo L, nghĩa là: 

∫ +−ζ
ζζ

π
=

L
1nn )a(

d)(f
j2

1c  n = 0, ±1, ±2, ±3,...     (30) 

Tóm lại ta đã chứng minh được rằng với z bất kì thuộc G ta có khai triển (29) với cn 
tính theo (30). 

 Trong khai triển Laurent chuỗi gồm các luỹ thừa dương của (z - a),   

được gọi là tích phân đều của chuỗi Laurent và chuỗi gồm các luỹ thừa 

nguyên âm được gọi là phần chính . Như vậy chuỗi Laurent có thể xem là tổng của 
hai chuỗi phần đều và phần chính. 

(∑
+∞

=
−

0n

n
n azc )

)(∑
−∞

−=
−

1n

n
n azc

 Theo định lí Abel, phần đều hội tụ bên trong hình tròn lớn | z - a | < R, và hội tụ 
đều trong hình tròn kín | z -a | ≤ R’ (R’ bất kì nhỏ hơn R). Tương tự, phần chính hội tự 
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phần chính hội tụ bên ngoài vòng tròn nhỏ tứ là trong miền | z - a | > r và hội tụ đều 
trong miền | z - a | ≥ r’ (r’ bất kì lớn hơn r) 
 Muốn chứng minh tính duy nhất của khai triển Laurent ta làm tương tự như khi 
chứng minh tính duy nhất của khai triển Taylor. 
2. Ghi chú: Nếu hình tròn nhỏ | z - a | ≤ r không chứa điểm bất thường của f(z), nghĩa 

là nếu f(z) giải tích trong hìn tròn lớn | z - a | < R thì 1n)az(
)z(f

+−
 (n = -1, -2, -3,...) cũng 

giải tích trong hình tròn đó. Vậy theo định lí Cauchy: 

0
)a(
d)(f

j2
1c

L
1nn =

−ζ
ζζ

π
= ∫ + ,     n = -1, -2, -3,... 

Phần chính sẽ triệt tiêu và khai triển Laurent trở thành khai triển Taylor. Nói khác đi, 
khia triển Taylor là trường hợp riêng của khai triển Laurent. 
3. Một số phương pháp khai triển thành chuỗi Laurent: Trong một số trường hợp 
ta có thể dùng những phương pháp khai triển thành chuỗi Laurent đơn giản hơn là áp 
dụng công thức (23).  
 Chẳng hạn, nếu f(z) giải tích trong miền r < | z -a | < R, có thể viết được dưới 
dạng tổng của hai hàm : 
 f(z) = f1(z) + f2(z) 
hay dưới dạng tích của 2 hàm: 
  f(z) = f1(z).f2(z) 
trong đó f1(z) giải tích trong hình tròn lớn | z - a | < R, còn f2(z) giải tích bên ngoài 
hình tròn nhỏ, tức trong miền | z - a | > r, thì ta tìm cách khai triển f1(z) thành chuỗi 
luỹ thừa đối với (z - a) và khai triển f2(z) thành chuỗi luỹ thừa đối với (z - a)-1. 
 Cũng có thể dựa vào các khai triển Taylor của các hàm sơ cấp như ez, cosz, 
sinz... để khai triển một số hàm siêu việt thành chuỗi Laurent. 
Ví dụ 1: Khai triển hàm : 

x 

y 

2 0 

)2z)(1z(
1)z(f

−−
=   

thành chuỗi Laurent tâm tại 1 trong các miền sau: 
 - hình tròn bỏ tâm 0 < | z - 1 | < 1 
 - miền ngoài hình tròn trên 
Với hình tròn bỏ tâm 0 < | z - 1 | < 1ta viết: 

1z
1

2z
1)z(f

−
−

−
=  

Vì hàm 
1z

1)z(f2 −
=  giải  tích  khắp  nơi  trừ tại 

z = 1. Bản thân hàm f2(z) đã là một luỹ thừa của 
(z - 1) nên chỉ cần khai triển f1(z). 
 Vì trong miền | z -1 | < 1, hàm f1(z) giải tích nên nó khai triển được thành chuỗi 
Taylor tại  z = 1. 
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[ ]LL +−++−+−+−=

−−−
−

=
−−

=
−

=

n2

1

)1z()1z()1z(1
)1z(1

1
11z

1
2z

1)z(f
 

Vậy trong miền 0 < | z -1 | < 1 ta có: 

LL −−−−−−−−−
−

−= n2 )1z()1z()1z(1
1z

1)z(f  

Bây giờ ta tìm khai triển trong hình tròn | z -1| > 1. Trong miền này ta có: 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−
−−

=
−−

=
−

=

1z
11)1z(

1
11z

1
2z

1)z(f1  

Vì 1
1z

1
<

−
 nên ta có khai triển : 

L+
−

+
−

+=

−
−

2)1z(
1

1z
11

1z
11

1
 

Vậy:

LLL +
−

++
−

+
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−
+

−
+

−
=

− 222 )1z(
1

)1z(
1

1z
1

)1z(
1

1z
11

1z
1

2z
1

 

LL +
−

++
−

+
−

=
−

−
−

= n32 )1z(
1

)1z(
1

)1z(
1

1z
1

2z
1)z(f

 

Ví dụ 2: Viết khai triển của hàm 
)2z)(1z(

1)z(f
−−

= theo các luỹ thừa của z khi z 

thuộc các miền sau: 
 - hình tròn | z | < 1 
 - hình vành khăn 1 < | z | < 2 
 - miền ngoài hình tròn tâm O, bán kính 2 : | z | > 2 
Trong hình tròn | z | < 1, hàm f(z) giải tích, vậy nó khai triển được thành chuỗi 
Taylor. Ta phân tích F(z) rồi viết khai triển cho từng số hạng. 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++++−=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
−

L3

3

2

2

2
z

2
z

2
z1

2
1

2
z12

1

1
2
z2

1
2z

1

 

L++++=
−

=
−

− 32 zzz1
z1

1
1z

1  

Vậy: 
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[ ]LL +++++⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++++−= 32

3

3

2

2

zzz1
2
z

2
z

2
z1

2
1)z(f  

Hay: LL +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+= +

n
1n

2
32 z

2
11z

2
11z

2
11

2
1)z(f  

Xét trong miền 1 < | z | < 2. Vì hàm 
2z

1
−

giải tích trong miền | z | < 2 nên nó khai 

triển được thành chuỗi Taylor đối với z: 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++++−=

−
L3

3

2

2

2
z

2
z

2
z1

2
1

2z
1   

Còn hàm 
z1

1
−

 giải tích bên ngoài hình tròn đon vị nên ta tìm cách khai triển nó theo 

chuỗi luỹ thừa của 
z
1 . Ta có: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
−

z
11z

1

1
z
1z

1
z1

1  

Vì ở đây 1
z
1
<  nên: 

L+++=
−

2z
1

z
11

z
11

1  

Vậy: LL −−−−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++−=

− 322 z
1

z
1

z
1

z
1

z
11

z
1

z1
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LLLL
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⎥⎦
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⎢⎣
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⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
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−
−

−
=
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3

2

2
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2

2
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z
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z

2
z

2
z

2
1

z
1

z
1

z
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2
z

2
z

2
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1

1z
1

1z
1)z(f

 

Xét trong miền | z | > 2. Ta phải khai triển hai hàm số 
2z

1
−

 và 
1z

1
−

 theo chuỗi luỹ 

thừa của 
z
1 : 

L−−−−=
− 32 z

1
z
1

z
1

z1
1  
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⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
−

z
21z

1
2z

1  

Vì ở đây 1
z
2
<  nên: L+++=

−
2

2

z
2

z
21

z
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1  

Vậy: LL +++++=
−

−

n

1n

3

2

2 z
2

z
2

z
2

z
1

2z
1  

 

LL +
−

++
−

+=
−

−
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=
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n

1n

3

2

2 z
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z
12

z
1

1z
1

1z
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Ví dụ 3: Khai triển hàm số ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
=

1z
zsin)z(f  thành chuỗi Laurent tâm tại 1. 

Ta viết: 

1z
1sin.1cos

1z
1cos.1sin

1z
11sin

1z
zsin)z(f

−
+

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
=  

Dựa vào khai triển của sinz và cosz ta có: 

L−
−

+
−

−
−

=
− 53 )1z(!5

1
)1z(!3

1
1z

1
1z

1sin  

L−
−

+
−

−=
− 42 )1z(!4

1
)1z(!2

11
1z

1cos  

Hai khai triển trên đúng ∀z ≠ 1. Vậy: 

L

L

+
−+

−+
−

−

++
−

−
−

−
−

+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−

+1n2
n

n2
n

32

)1z()!1n2(
1sin)1(

)1z(!n2
1sin)1(

)1z(!3
1cos

)1z(!2
1sin

1z
1cos1sin

1z
zsin

 

Ví dụ 4: Khai triển thành chuỗi Fourrier hàm số: 

 2atcosa21
tsina)t(
+−

=ϕ  (| a | < 1) , t là biến số thực 

Theo công thức Euler: 

2
eetsin;

2
eetcos

jtjtjtjt −− −
=

+
=  

Thay vào biểu thức của ϕ(t) ta có: 

⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

−
=ϕ

1e
a
1aej2

e1)t(
jtjt2

jt2

 

Xét hàm: 
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⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

−
=

1z
a
1azj2

z1)z(f
2

2

 

Hiển nhiên f(ejt) = ϕ(t). Vậy ϕ(t) là giá trị của hàm f(z) trên đường tròn đơn vị z = ejt. 
Dễ thấy rằng hàm f(z) giải tích trong một hình vành khăn tâm O, chứa đường tròn đơn 
vị | z | = 1. Ta sẽ khai triển f(z) thành chuỗi Laurent trong hình vành khăn này. Trước 
hết ta phân tích f(z) thành tổng các phân thức đơn giản: 

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
+

−
+−=

az1
1

a
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11
j2

1)z(f  

Chú ý rằng với | az | < 1 ta có: 

L++++=
−

32 )az()az(az1
az1

1  

còn với | z | > | a | ta có: 

⎟⎟
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Vậy trong miền 
a
1za <<  ta có: 

∑
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=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−−+++=

1n
n

nn
3

3

2

2
3322

z
1za

j2
1

z
a

z
a

z
azazaaz

j2
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Khi z = zjt, | z | = 1, ta có: 

( ) ∑∑∑
∞

=

∞

=

−∞

=

− =
−

=−=ϕ
1n

n

1n

njtnjt
n

1n

njtnjtn )ntsin(a
j2
eeaeea

j2
1)t(  

Đó là khai triển Fourrier cần tìm. 
 

§5. ĐIỂM BẤT THƯỜNG CỦA HÀM GIẢI TÍCH 
1. Phân loại: Giả sử a là điểm bất thường cô lập của hàm f(z), nghĩa là tồn tại một lân 
cận khá bé của a trong đó chỉ có a là điểm bất thường. Như vậy f(z) sẽ giải tích trong 
hình vành khăn nhỏ tâm a. Theo mục 5, ta có thể khai triển f(z) thành chuỗi Laurent 
trong hình vành khăn này. Ta căn cứ vào khai triển Laurent để phân loại tính bất 
thường của điểm a. 
 Nếu khai triển Laurent không chứa phần chính tức là cn = 0 ∀n < 0. Do đó: 

f(z)= co + c1(z - a) + c2(z - a)2 +⋅⋅⋅      (31) 
thì điểm a được gọi là điểm bất thường bỏ được. 
 Nếu a là điểm bất thường bỏ được, thì theo (3) ta có: 
  oaz

c)a(flim =
→
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Do đó nếu đặt f(a) = co thì hàm f(z) được bổ sung giá trị tại điểm a. Như vậy nó sẽ là 
một hàm giải tích trong cả lân cận nói trên của a. Điều đó giải thích ý nghĩa của thuật 
ngữ “bỏ được” được dùng ở đây. 
 Nếu trong phần chính chỉ có một số hữu hạn các số hạng thì a được gọi là cực 
điểm. Khi đó khai triển có dạng: 

LL +−++
−

++
−

+
−

= −
−

+−− )az(cc
)az(

c
)az(

c
)az(

c)z(f 1o
1

1n
1n

n
n   (32) 

Trong đó c-n ≠ 0. Số mũ n được gọi là cấp của cực điểm. 
Nếu a là cực điểm thì từ (32) suy ra: 

∞=
→

)z(flim
az

 

 Nếu phần chính của khai triển có vô số số hạng thì ta gọi a là điểm bất thường 
cốt yếu của f(z). Đối với điểm bất thường cốt yếu ta có định lí Xakhốtxki: 
 Nếu a là điểm bất thường cốt yếu của f(z) thì với mọi số A cho trước, luôn luôn 
tồn tại một dãy {zk} dần tới điểm a sao cho dãy {f(z)} dần tới A. 
 

Ví dụ 1: Xét hàm 
z

zsin)z(f = . Nó thừa nhận điểm z = 0 làm điểm bất thường cô lập. 

Khai triển f(z) theo luỹ thừa của z ta có: 

LL ++−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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z
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z
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Vậy điểm z = 0 là điểm bất thường bỏ được của hàm. Nếu ta bổ sung như sau: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
=

0zkhi1

0zkhi
z

zsin
)z(f  

thì f(z) giải tích cả tại z = 0. 

Ví dụ 2: Hàm 3

z

z
e)z(f =  thừa nhận điểm z = 0 làm điểm bất thường cô lập. Khai triển 

theo luỹ thừa của z ta có: 
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Từ đó suy ra điểm z = 0 là cực điểm cấp 3 của f(z). 

Ví dụ 3: Xét hàm z
1

e)z(f = . Điểm z = 0 là điển bất thường cốt yếu của hàm vì: 

LL ++++++== n32
z
1

z!n
1

z!3
1

z!2
1

z!1
11e)z(f  

2. Định lí: Giả sử 
)z(f
)z(f)z(f

2

1=  trong đó f1(z) và f2(z) là các hàm giải tích tại a. Nếu 

điểm a không phải là không điểm của tử số, tức f1(a) ≠ 0 và là không điểm cấp m của 
mẫu số, thì a là cực điểm cấp m của f(z). 
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Chứng minh: theo giả thiết ta có f2(z) = (z - a)mϕ(z) với ϕ(z) giải tích tại a và ϕ(a) = 0. 

Hàm 
)z(
)z(f1

ϕ
 giải tích tại a nên có thể khai triển nó thành chuỗi Taylor ở lân cận điểm a 

L+−+−+=
ϕ

2
21o

1 )az(b)az(bb
)z(
)z(f  với 0

)a(
)a(fb 1

o ≠
ϕ

=  

Từ đó suy ra khai triển Laurent của f(z) là: 

L+
−

+
−

=
ϕ−

= −1m
1

m
o

m
1

)az(
b

)az(
b

0z()az(
)z(f)z(f  

Điều đó chứng tỏ a là cực điểm cấp m của f(z) 

Ví dụ: Xét hàm 
4z
1z)z(f 2 +

+
=  

Vì z2 + 4 = ( z + 2j )( z - 2j ) nên mẫu số có hai không điểm đơn là z = ± 2j. Vậy f(z) 
phải có hai cực điểm đơn là z = ± 2j. 

Ví dụ: Xét hàm 32 )1z(
zsin)z(f

+
=    

Vì ( z2 + 1)3 = ( z2 +j )( z2 - j )3 nên z = ±j là những không điểm cấp 3 của mãu số. Vù 
vậy z = ± j là những cực điểm cấp 3 của mẫu số. 
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CHƯƠNG 5: LÝ THUYẾT THẶNG DƯ 
 

§1. KHÁI NIỆM VỀ THẶNG DƯ 
1. Định nghĩa thặng dư: Giả sử f(z) là một hàm giải tích trong một lân cận của điểm 
a trừ chính điểm a (nghĩa là a là điểm bất thường cô lập của f(z)). Nếu C là đường 
cong kín bất kì bao lấy điểm a và nằm trong lân cận nói trên thì theo định lí Cauchy, 
tích phân  ∫

C

dz)z(f là một số không phụ thuộc C. Ta gọi thặng dư của hàm f(z) tại a là 

kết quả phép chia ∫
C

dz)z(f cho 2πj. Thặng dư được kí hiệu là Res[f(z), a]. Tóm lại: 

Res[f(z), a] ∫π
=

C

dz)z(f
j2

1        (1) 

Ví dụ: Res 1
j2
j2dz

az
1

j2
1a,

az
1

C

=
π
π

=
−π

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

− ∫  

 
2. Cách tính thặng dư: Công thức chung để tính thặng dư là: 
 Res[f(z), a] = c-1         (2) 

Trong đó c-1 là hệ số của 
az

1
−

trong khai triển Laurent của hàm f(z) tại lân cận điểm 

a. 
Chứng minh: Theo công thức tính hệ số của khai triển Laurent: 

∫ +−ξ
ζζ

π
=

C
1nn )a(

d)(f
j2

1c  

Khi n = -1 ta có: 

∫ ζζ
π

=−
C

1 d)(f
j2

1c  = Res[f(z), a]  

a. Thặng dư tại cực điểm đơn: Nếu a là cực điểm đơn của hàm f(z) thì : 
Res[f(z), a] =        (3) [ )z(f)az(lim

az
−

→
]

Ví dụ 1: Vì z = 2 là cực điểm đơn của 
2z

z2

−
 nên 

Res[f(z), a] = 4zlim
2z

z)2z(lim
2z

2
2

2z
==⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
→→

 

Ví dụ 2: Cho 
zsin

1)z(f = . Tính thặng dư tại a = 0 

Ta đã biết : 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−=−+−= LL

!5
z

!3
z1z

!5
z

!3
zzzsin

4253
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Căn cứ vào khai triển này ta thấy điểm z = 0 là không điểm đơn của sinz. vậy điểm z 

= 0 là cực điểm đơn của 
zsin

1)z(f = . Theo (3) ta có: 

Res[f(z), a] = 1
zsin

1zlim
0z

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

→
 

Định lí: Giả sử 
)z(f
)z(f)z(f

2

1= , trong đó f1(z) và f2(z) là những hàm giải tích tại a. Điểm 

a là không điểm đơn của f2(z0 và không phải là không điểm của f1(z). Khi đó: 

Res[f(z), a] 
)a(f
)a(f

2

1

′
=          (4) 

Chứng minh: Theo giả thiết ta thấy a là cực điểm đơn của f(z). Theo (3) ta có: 

Res[f(z), a] = 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

→→

)az(
)z(f
)z(flim

)z(f
)z(f)az(lim

2

1

az
2

1

az
 

Vì f2(a) = 0 nên ta có thể viết: 

Res[f(z), a] = 
)a(f
)a(f

)az(
)a(f)z(flim

)z(flim

2

1

22

az

1az

′
=

−
−

→

→  

Ví dụ 3: Tính thặng dư của f(z) = cotgz 
Vì a = 0 là đơn của cotgz nên theo (4) ta có: 

Res[f(z), a] = 1
0cos
0cos

)a(f
)a(f

2

1 ==
′

 

Ví dụ 4: Tính thặng dư của hàm 
4z
1z)z(f 2 +

+
=  tại a = 2j. 

Vì 2j là không điểm đơn của (z2 + 4) nên nó là cực điểm đơn của f(z). Theo (4) ta có: 

Res[f(z), a] = j
4
1

2
1

j4
1j2

)a(f
)a(f

2

1 −=
+

=
′

 

Ví dụ 5: Tính thặng dư của hàm 
)jz)(jz(

e)z(f
z

+−
=  tại a = ±j 

Ta thấy f(z) có hai cực điểm đơn là ±j. Áp dụng công thức (4) ta có: 

Res[f(z), j] = ( )1sinj1cos
2
j

j2
e

jz
elim

jz

jz
+−==

+→
 

 Res[f(z), -j] = ( )1sinj1cos
2
j

j2
e

jz
elim

jz

jz
−=

−
=

−

−

−→
 

 b. Thặng dư tại cực điểm cấp m: Nếu a là cực điểm cấp m của f(z) thì: 
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Res[f(z),a] = [ )z(f)az(
dz
dlim

)!1m(
1 m

1m

1m

az
−

− −

−

→
]     (5) 

Ví dụ 1: Tính thặng dư của hàm 32 )1z(
1)z(f
+

=  tại a = j 

Vì (z2 + 1)3 = (z + j)3(z - j)3 nên j là không điểm cấp 3 của (z2 + 1)3. Vậy j là cực điểm 
cấp 3 của hàm f(z). Theo (5) với m = 3 ta có: 

Res[f(z), a] = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−
→→ 322

2

jz32
3

2

2

jz )jz(
1

dz
dlim

2
1

)1z(
1)jz(

dz
dlim

!2
1  

                            
16

j3
)j2(

6
)jz(

12lim
!2

1
552jz

−==
+

=
→

 

Ví dụ 2: Tìm thặng dư của hàm 3

z

z
e)z(f
−

=  

Ta thấy z = 0 là không điểm cấp 3 của z3 nên z = 0 là cực điểm cấp 3 của hàm f(z). 
Dùng công thức (5) ta có: 

Res[f(z), a] =
2
1

dz
edlim

!2
1

2

z2

0z
=

−

→
 

 
§2. ỨNG DỤNG THẶNG DƯ 

1. Định lí 1: Nếu f(z) giải tích trong miền G  , giới hạn bởi đường cong kín L, ngoại 
trừ tại một số hữu hạn cực đỉểm a1, a2, ..,as ở bên trong thì: 

[ ]∫ ∑
=

π=
L

s

1k
ka),z(fsRej2dz)z(f         (8) 

Chứng minh: Loại đi khỏi miền G các hình tròn γ1, γ2,...,γs có tâm lần lượt là a1, a2, 
..,as và có bán kính đủ nhỏ ta được một miền đa liên . Áp dụng định lý Cauchy cho 
miền đa liên này ta được: 

∫∫∫
γγ π

++
π

=
π s1L

dz)z(f
j2

1dz)z(f
j2

1dz)z(f
j2

1
L  

Nhưng vì: 

=
π ∫

γk

dz)z(f
j2

1 [ Resf(z), ak], k = 1, 2,..., s 

nên thay vào ta có: 
∫ =
L

dz)z(f  2πjRes[f(z), ak] + ⋅⋅⋅ + 2πjRes[f(z), ak] 

2. Định lí 2: Nếu f(z) giải tích trong toàn bộ mặt phẳng ngoại trừ tại một số hữu hạn 
cực đỉểm a1, a2, ..,as = ∞ thì: 

[ ] [ ] 0a),z(fsRea),z(fsRe k

s

1k
k =+∑

=
  

Chứng minh: Chọn R đủ lớn để đường tròn | z | = R bao lấy tất cả các điểm a1, a2,.., an, 
Ta có: 
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 ∑ ∫
= π

=
s

1k C
k dz)z(f

j2
1]a),z(f[sRe   

Theo  định nghĩa thặng dư tại ∞: 

 Res[f(z), ∞] = ∫∫ π
−=

π − CC

dz)z(f
j2

1dz)z(f
j2

1  

Cộng các vế của hai đẳng thức này ta được điều cần phải chứng minh. 

Ví dụ 1: Tính ∫ ++L
2

2

)3z)(1z(
dzz , L là đường tròn tâm | z | = 2 

Hàm 
)3z)(1z(

z)z(f 2

2

++
=  có 3 cực điểm là z = j, z = -j và z = -3.  

Trong hình tròn | z | < 2 có hai cực điểm là ±j, đều là các cực điểm đơn. Tính thặng dư 
tại các cực điểm đó ta có: 

 Res[f(z), j] = 
20

j31
6z2

j
)3z(j2

j
)3z()jz(

zlim)z(f)jz(lim
22

jzjz

+
=

+
=

+
=

+++
=−

→→
 

 Res[f(z), -j] = 
20

j31
)j3(j2

j
)3z(z2

z
z2
3z

z

)j(f
)j(f 2

jz

2

jz

2

2

1 −
=

−−
=

+
=+=

−′
−

−=

−=

 

Vậy  

 I = Res[f(z), j] + Res[f(z) , -j] = 
5
j

20
j31

20
j31j2 π

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
+

π  

Ví dụ 2: Tính ∫ −
=

L
2 )2z(z

zdzcosI , L là đường tròn | z | = 2 

Hàm 
)2z(z

zcos)z(f 2 −
=  có z = 0 là cực điểm cấp 2 và điểm z = 2 là cực điểm cấp 1. 

Trong hình tròn | z | < 1 chỉ có một cực điểm z = 0 nên: 
 I = 2πj.Res[f(z), 0] 
Nhưng vì: 

Res
4
1

)2z(
zcos)2z(zsinlim

2z
zcoslim

)2z(z
zcoszlim

)2z(z
zcos

20z0z2
2

0z2 −=
−

−−−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
=
′

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− →→→

 

nên  
2
jI π

−=  

Ví dụ 3: Tính ∫ +
=

C
2

z

1z
dzeI  với C là đường tròn | z | = 3 

Hàm f(z) dưới dấu tích phân có hai điểm bất thường j và -j nằm trong hình tròn biên 
C. Theo ví dụ ở mục trước ta có: 
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 Res[f(z), j] = 
j2

e j

 và Res[f(z), -j] = 
j2

e j−

 

Nên: I = 2πjsin1 

Ví dụ 4: Tính dz
)1z)(1z(

3zI
C

2∫ +−
+

=  với C là đường tròn | z - 0.5 | =1 

Trong miền giới hạn bởi C, hàm f(z) dưới dấu tích phân chỉ có một điểm bất thường 
là z = 1, cực điểm đơn. Do đó: 
 I = 2πj.Res[f(z), 1] = j2)z(f)1z(lim

1z
π=−

→
 

 

3.Tích phân thực dạng  trong đó R(x) là một phân thức hữu tỉ ∫
∞

∞−

dx)x(R

 a. Bổ đề 1: Giả sử CR là một nửa đường tròn tâm O, bán kính R, nằm trong nửa 
mặt phẳng trên Imz > 0. Nếu f(z) giải tích trong 

x 

y 

CR 

O 

nửa mặt phẳng trên, trừ tại một số hữu hạn 
điểm bất thường và thoả mãn: 
 π≤≤=

∞→
zarg00)z(zflim

z
  

thì: 
  0dz)z(flim

RC
R

=∫∞→

Chứng minh: Phương trình CR có dạng z = Rejϕ với ϕ là tham số biến thiên từ 0 đến π. 
Chọn R khá lớn sao cho các điểm bất thường của f(z) đều nằm trong miền | z | < R. 
Vậy hàm f(z) liên tục trên CR và theo cách tính tích phân ta có: 

  ϕ= ϕ
π

ϕ∫∫ dRe)(Refdz)z(f j

0

j

CR

Ta ước lượng tích phân này. Vì 0)z(zflim
z

=
∞→

nên ∀ε > 0 cho trước ta luôn tìm được 

một số N > 0 sao cho khi | z | > N thì | z.f(z) | < ε. Vậy nếu z ∈ CR+ với R > N thì: 
 | f(Rejϕ).Rejϕ | = | z.f(z) | < ε 
Do đó: 

 επ=ϕε≤ ∫∫
π

0C

ddz)z(f
R

 

Vì ε bé tuỳ ý nên ta suy ra  0dz)z(flim
RC

R
=∫∞→

 b. Định lí 1: Giả sử R(z) là một phân thức mà đa thức mẫu số có bậc lớn hơn đa 
thức tử số ít nhất là hai đơn vị, R(z) có một số hữu hạn cực điểm a1, a2,..., an nằm 
trong nửa mặt phẳng trên và không có cực điểm nằm trên trục thực. Khi đó ta có: 

        (9) ∑∫
=

+∞

∞−

π=
s

1k
k ]a),z(R[sRej2dx)x(R

Ta thừa nhận mà không chứng minh định lí này. 
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Ví dụ 1:Tính ∫
∞

+
=

0
4 1x
dxI  

Vì hàm dưới dấu tích phân là chẵn nên ta có: 

Ta có: ∫∫
∞

∞−

∞

+
=

+
=

1x
dx

2
1

1x
dxI 4

0
4  

Đặt 
1z

1)z(R 4 +
= . Phương trình z4 + 1 = 0 có hai nghiệm trong nửa mặt phẳng trên 

là: 

2
2j

2
2z,

2
2j

2
2z 21 −=+= . Rõ ràng R(z) đủ điều kiện để áp dụng (9). Ta có  

 [ ]
4

2)zz(
4
j

z4
z

z4
zj

z4
1

z4
1ja),z(RsRejI 214

2

2
4
1

1
3
2

3
1

2

1k
k

π
=+

π
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+π=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+π=π= ∑

=
 

Ví dụ 2: Tính ∫
+∞

∞− +
−

= dx
)1x(

1xI 22  

Hàm 2222 )jz()jz(
1z

)1z(
1z)z(R

+−
−

=
+
−

= thoả mãn các giả thiết của định lí. Trong nửa 

mặt phẳng trên, nó có cực điểm cấp 2 là z = j. Theo (9); 
 I = 2πjRes[R(z), j]  

             = 2πj [ ]
2)jz(

zj2limj2
)jz(
1z

dz
dlimj2)z(R)jz(

dz
dlim 3jz2jz

2

jz

π
−=

+
−+

π=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
−

π=−
→→→

 

Ví dụ 3: Tính ∫
∞

+
=

0
4

2

1x
dxxI  

Vì hàm dưới dấu tích phân là chẵn nên ta có: 

Ta có: ∫∫
∞

∞−

∞

+
=

+
=

1x
dx

2
1

1x
dxI 4

0
4  

Đặt 
1z

z)z(R 4

2

+
= . Phương trình z4 + 1 = 0 có hai nghiệm trong nửa mặt phẳng trên 

là: 

2
2j

2
2z,

2
2j

2
2z 21 −=+= . Rõ ràng R(z) đủ điều kiện để áp dụng (9). Ta có  

  [ ]∑
=

π=
2

1k
ka),z(RsRejI

 Res[R(z), j]
( ) ( ) 24

j1
j122

1

j1
2
24

1
z4
1

z4
z

)1z(
z

1zz
3

2

zz
4

2

11

−
=

+
=

+
===

+
=

==

 

Tương tự: 
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 Res[R(z), j] ( ) 24
j1

j122
1 −−

=
−

=  

Vậy: 
4

2
24

2
24

j1
24
j1jI π

=
π

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

+
−

π=  

 c. Định lý 2: Giả sử R(z) là một phân thức hữu tỉ mà bậc của mẫu số lớn hơn 
bậc của tử số ít nhất 2 đơn vị. Hàm R(z) có các cực điểm trong nửa mặt phẳng trên là 
a1, a2,.., as và có m cực điểm đơn trên trục thực là b1, b2,..,bm. Khi đó ta có: 

    (11) [ ] [∑∫ ∑
=

+∞

∞− =
π+π=

m

1i
i

s

1k
k b),z(RsReja),z(RsRej2dx)x(R ]

4. Tích phân dạng  và (α > 0) ∫
+∞

∞−

xdxcos)x(R α ∫
+∞

∞−

xdxsin)x(R α

Theo công thức Euler thì ejαx = cosαx + jsinαx nên cosαx = Re(ejαx) và 
sinαx=Im(ejαx). Vậy:  

∫∫
+∞

∞−

α
+∞

∞−

=α dxe)x(RRexdxcos)x(R xj  

  ∫∫
+∞

∞−

α
+∞

∞−

=α dxe)x(RImxdxsin)x(R xj

Do đó muốn tính các tích phân đã cho, chỉ cần tính  rồi lấy phần thực 

hay phần ảo của nó là được. Khi tính  ta dùng bổ đề sau: 

∫
+∞

∞−

α dxe)x(R xj

∫
+∞

∞−

α dxe)x(R xj

 a. Bổ đề Jordan: Gọi CR là cung tròn | z | = R Imz > a (a là số thực cố định cho 
trước) nghĩa là CR là cung tròn tâm O, bán kính R và nằm phía trên đường thẳng y=a. 
Nếu F(z) có dạng ejαzf(z) trong đó α là một số dương cố định còn f(z) giải tích trong 
nửa mặt phẳng Imz ≥ a , trừ tại một số hữu hạn điểm bất thường và thoả mãn 

 thì: 0)z(flim
z

=
∞→

   ∫∫ α

∞→∞→
=

RR C

zj

R
C

R
dz)z(felimdz)z(Flim

Ta thừa nhận không chứng minh bổ đề này 
 b. Định lí 1: Giả sử R(z) là một phân thức hữu tỉ thoả mãn các điều kiện sau: 
 * R(z) giải tích trong nửa mặt phẳng trên, trừ tại một số hữu hạn các cực điểm 
a1, a2,.., as
 * R(z) không có cực điểm trên trục thực 
 * trong biểu thức của R(z), bậc của mẫu số lớn hơn bậc của tử số ít nhất là 1 
đơn vị.  
Thế thì:  

      (14) ]a,e)z(R[sRej2dxe)x(R k
xj

s

1k

xj α

=

+∞

∞−

α ∑∫ π=

 
94



MATHEDUCARE.COM

Trong α là một số cho trước. 
Ta cũng không chứng minh định lí này. 

Ví dụ 1: ∫
+∞

∞− +−
= dx

10x2x
xcosxI 2  

Ta có: ∫
+∞

∞− +−
= dx

10x2x
xeReI 2

jx

 

Để tính I ta áp dụng (14). Muốn vậy ta phải tìm các cực điểm của 

10z2z
z)z(R 2 +−

= . Giải phương trình z2 - 2z + 10 = 0 ta có hai nghiệm là z = 1 ± 3j. 

Đó là hai cực điểm đơn của R(z). Cực điểm z = 1 + 3j nằm trong nửa mặt phẳng trên. 
Dùng công thức (14) ta có: 

)1sin1cos3(e
3

j)1sin31(cose
3

j6
e)j31(j2

2z2
zej2j31,

10z2z
zesRe.j2dx

10x2x
xe

33

j3

j31z

jz

2

jz

2

jx

+
π

+−
π

=

+
π=

−
π=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

+−
π=

+−
−−

+−

+=

+∞

∞−
∫

 

Từ đó suy ra: 

 )1sin31(cose
3

I 3 −
π

= −  

 c. Định lí 2: Giả sử R(z) là một phân thức hữu tỉ thoả mãn các điều kiện sau: 
 * R(z) giải tích trong nửa mặt phẳng trên, trừ tại một số hữu hạn các cực điểm 
a1, a2,.., as
 * R(z) có m cực điểm trên trục thực b1. b2,...,bn
 * trong biểu thức của R(z), bậc của mẫu số lớn hơn bậc của tử số ít nhất là 1 
đơn vị. 
Thế thì với α  là một hằng số dương cho trước :  

   (16) ]b,e)z(R[sRej]a,e)z(R[sRej2dxe)x(R k
xj

m

1k
k

xj
s

1k

xj α

=

α

=

+∞

∞−

α ∑∑∫ π+π=

Ví dụ: Tính dx
x

xsinI
0
∫
∞

=  

Vì 
x

xsin  là hàm chẵn nên ta có thể viết được: 

 dx
x

xsin
2
1I ∫

+∞

∞−

=  

Mặt khác: 

 dz
z

eImdx
x

xsin jz

∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−

=  

Vậy: dz
z

eIm
2
1I

jz

∫
+∞

∞−

=  
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Vì hàm 
z
1)z(R =  có cực điểm duy nhất tại z = 0 nên theo (6) ta có: 

 jelimj0,
z

esRejdz
z

e jz

0z

jzjz

π=π=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
π=

→

+∞

∞−
∫  

Thay vào trên ta được: 
2

I π
=  

5. Tích phân dạng  ∫
π2

0

dt)tcos,t(sinf

Đặt z = ejt thì lnz = jt, 
jz
dzdt =  và theo định nghĩa các hàm lượng giác ta có: 

  
2

z
1z

tcos
+

= , 
j2
z
1z

tsin
−

= .  

Khi t chạy từ 0 đến 2π, điểm z vẽ nên đường tròn C: | z | = 1. Vậy: 

 
z

jdz
z
1z

2
1,

z
1z

2
jfdt)tcos,t(sinf

L

2

0
∫∫ ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=

π

    (17) 

Trong đó L là đường tròn | z | = 1  

Ví dụ 1: Tính dt
tsin2
tcos2I

2

0
∫
π

−
+

=  

Theo (17) ta có: 

 
z

dz
1jz4z
1z4z

z
jdz

jjzz4
1zz4

z
jdz

z
1z

2
j2

z
1z

2
12

I
L

2

2

L
2

2

L
∫∫∫ −−

++
−=

−+
++

−=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

=  

Hám dưới dấu tích phân có 3 điểm cực là z = 0, z = 3jj2 ± . Vì 
132j)32(;132j)32( >+=+<−=− nên bên trong L chỉ có 2 cực điểm là 

a1 = 0 và a2 = 32 − . ta tính thặng dư: 

 Res 1
1jz4z
1z4zlim0,

)1jz4z(z
1z4z

2

2

0z2

2

−=
−−
++

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−
++

→
 

 Res
3

32j1
)j4z2(z
1z4zj)32(,

)1jz4z(z
1z4z

j)32(

2

2

2

+=
−
++

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−−
++

−

 

Theo định lí 1 mục trước ta có: 

3
34

3
32jj2

3
32j11j2I π

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
π−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−π−=  

Ví dụ 2: Tính ∫
π

+
=

0 tcos2
dtI  
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Đặt z = ejt , vì hàm dưới dấu tích phân là chẵn nên ta có: 

  ∫∫∫∫ −−
=

++
=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

=
+

=
π

π− CC
2

C )bz)(az(
dz

j
1

1z4z
dt

j
1

z
2

z
1z2

dz
j2

1
tcos2

dt
2
1I  

Trong đó C là đường tròn | z | = 1, a = 32 +−  và b = 32 −− là các nghiệm của 
phương trình z2 + 4z + 1 = 0. 
Vì | a | < 1 và | b | > 1 nên ta có: 

 I = 2π.Res
3ba

2a,
)bz)(az(

1 π
=

−
π

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−
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 CHƯƠNG 6: PHÉP BIẾN ĐỔI LAPLACE 
 

§1. PHƯƠNG PHÁP CỦA PHÉP TÍNH TOÁN TỬ 
 Cho hai tập hợp A và B. Một ánh xạ T cho ứng một phần tử của A với một 
phần tử xác định của B, kí hiệu là Tx, được gọi là một toán tử. Phần tử Tx được gọi là 
ảnh của x còn x được gọi là gốc của hay nghịch ảnh của Tx. 
Ví dụ: Nếu A = B = R thì toán tử T là một hàm số thực của biến số thực.  

 Nếu A là tập hợp các số thực dương và B = R. Ánh xạ cho mỗi số a ∈ A thành một 
số thực thuộc B là Ta = lna được gọi là toán tử logarit. Nhờ có toán tử loga mà phép 
nhân các gốc được chuyển thành phép cộng các ảnh: 
 T(a1.a2) = Ta1 + Ta2        (1) 
Do đó muốn tính tích a1.a2, ta tìm ảnh của nó theo (1) sau đó dùng bảng logarit tra 
ngược lại 

 Cho A là tập hợp các hàm dao động hình sin có cùng tần số góc ω, B là tập hợp các 
hàm biến số thực t nhưng lấy giá trị phức. Cho ứng mỗi hàm v(t) = Vsin(ωt +ϕ) ∈ A 
với một hàm Tv ∈ B theo công thức: 
 Tv = V.ej(ωt + ϕ)

cũng là một toán tử. Nhờ toán tử này mà các phép tính đạo hàm và tích phân gốc được 
chuyển thành các phép tính đại số đối với ảnh.  
 Trong chương này ta sẽ nghiên cứu toán tử Laplace. Bài toán đặt ra là biết gốc, 
tìm ảnh toán tử Laplace của nó và ngược lại biết ảnh của một hàm, tìm lại gốc của nó. 
 

§2. ĐỊNH NGHĨA HÀM GỐC 
 Ta gọi hàm f(t) của biến thực t là hàm gốc nếu nó thoả mãn các điều kiện sau: 
• Hàm f(t) liên tục từng khúc khi t ≥ 0, nghĩa là nếu lấy một khoảng [a, b] bất kì trên 
nửa trục t ≥ 0, bao giờ cũng có thể chia nó thành một số hữu hạn các khoảng nhỏ sao 
cho trong mỗi khoảng nhỏ f(t) liên tục và tại mút của mỗi khoảng nhỏ nó có giới hạn 
một phía 
• Khi t → +∞, hàm f(t) tăng không nhanh hơn một hàm mũ, nghĩa là tồn tại một số 
M>0, so ≥ 0 sao cho: 
 0tMe)t(f tso >∀≤           (2) 
trong đó so được gọi là chỉ số tăng của f(t) 
• f(t) = 0 khi t < 0. Điều kiện này được đặt ra vì trong các ứng dụng thực tế t thường 
là thời gian. 
Ví dụ 1: Hàm  :
 { 0tkhi1

0tkhi0)t( >
<=η  

là hàm gốc.  
Thật vậy vì | η(t) | ≤ 1 nên điều kiện 2 được thoả mãn nếu chọn M = 1, s0 = 0; dễ dàng 
kiểm tra được điều kiện 1. 
Ví dụ 2: Hàm: 
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  { 0tkhitsin
0tkhi0tsin).t()t(f >

<=η=  

là hàm gốc. 
Thật vậy vì | η(t).sint | ≤ 1 nên điều kiện 2 được thoả mãn nếu chọn M = 1, s0 = 0; dễ 
dàng kiểm tra được điều kiện 1. 
Ví dụ 3: Hàm: 

  
⎩⎨
⎧

>
<=η= 0tkhit

0tkhi0t).t()t(f 2
2

là hàm gốc. 
Thật vậy vì | η(t).t2 | ≤ 2et nên điều kiện 2 được thoả mãn nếu chọn M = 2, s0 = 1; dễ 
dàng kiểm tra được điều kiện 1. 
Quy ước:  • Ta viết ϕ(t) thay cho η(t).ϕ(t) 
  •  giới hạn phải của f(t), tức là khi t → + 0 được viết là f(0) 
 

§3. ĐỊNH LÝ CƠ BẢN 
 Nếu f(t) là hàm gốc có chỉ số tăng là s0 thì tích phân: 

          (3) ∫
+∞

−=
0

pt dt)t(fe)p(F

trong đó p = s + jσ là một tham số phức sẽ hội tụ trong miền Rep = s > so (nửa mặt 
phẳng phức bên phải đường thẳng s = so) 
Tích phân (3) là một hàm của biến số phức p. Hàm biến phức F(p) giải tích trong 
miền Rep > so và dần tới 0 khi p → ∞ sao cho Rep = s → +∞. 
Chứng minh: Lấy p bất kì thuộc miền Rep > so, ta sẽ chứng minh tích phân (3) hội tụ. 
Muốn vậy ta chứng minh nó thừa nhận một tích phân trội hội tụ tuyệt đối. Thật vậy vì  

tsoMe)t(f ≤ nên t)ss(sttspt oo MeeMee)t(f −−− =≤ . Do đó: 

 
+∞−∞+

−
∞+

−

−
=≤ ∫∫

0o

t)ss(

0

t)ss(

0

pt

ss
MedteMdte).t(f

o
o  

Vì s0 - s < 0 nên . Do đó: 0elim t)ss(

t
o =−

+∞→

 
ss

Mdte).t(f
o0

pt

−
≤∫

+∞
−         (4) 

Điều đó chứng tỏ (3) hội tụ. Khi p = s + jσ → +∞ sao cho s →+∞ thì 
ss

M
o −

 → 0 nên 

F(p) → 0. 
Ta còn phải chứng minh F(p) giải tích trong  miền Rep > so. Muốn vậy ta chứng minh 

đạo hàm của F(p) tồn tại tại mọi điểm của miền ấy. Xét tích phân  thu 

được bằng cách lấy đạo hàm một cách hình thức  dưới dấu tích phân. 

∫
+∞

−−
0

pt dt)t(fe.t

∫
+∞

−

0

pt dt)t(fe
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Trong nửa mặt phẳng Rep ≥ s1 với s1 bất kì lớn hơn so thì tích phân đó thừa nhận một 
tích phân trội hội tụ và không phụ thuộc tham số p: 

  
( )2

o10 0

t)ss(t)ss(

0

pt

ss
Mdte.tMdte.tMdte).t(f 1oo

−
=<≤ ∫ ∫∫

+∞ +∞
−−

+∞
−   (5) 

Vậy theo định lý Weierstrass, tích phân hội tụ đều đối với p trong miền đó vµ là đạo 
hàm của F(p). Tóm lại: 

         (6) ∫
+∞

−−=′
0

pt dt)t(fte)p(F

§4. ĐỊNH NGHĨA TOÁN TỬ LAPLACE 
Toán tử Laplace, còn gọi là phép biến đổi Laplace. Nếu f(t) là một hàm gốc thì hàm 
F(p) được xác định bằng tích phân (3) là một hàm giải tích trong nửa mặt phẳng 
Rep>so. Ta gọi nó là ảnh của f(t) qua phép biến đổi Laplace của f(t) và kí hiệu:  
 F(p) = L{ f(t) } hay f(t)    F(p). Ta có: =

         (7) { } ∫
+∞

−=
0

pt dt)t(fe)t(fL

Chú ý: ® Các điều kiện trong định nghĩa hàm gốc f(t) chỉ là điều kiện đủ để ảnh tồn 

tại chứ không phải là điều kiện cần. Chẳng hạn hàm 
t

1)t(f =  không phải là hàm gốc 

vì ∞=
+→ t

1lim
0t

. Tuy vậy tích phân dte
t

1 pt

0

−
+∞

∫  vẫn tồn tại 

• Không phải mọi hàm phức F(p) đều có nghịch ảnh là một hàm gốc. Chẳng hạn F(p) 
= p2 không thể là ảnh của một hàm gốc nào cả vì ∞=

∞→
)p(Flim

p
. Điều này mâu thuẫn 

với kết luận của định lí 1. 
• Nếu F(p) giải tích tại ∞ thì F(p) → 0 khi p → ∞ một cách bất kì chứ không phải chỉ 
trong trường hợp p → ∞ sao cho Rep → +∞. 
Ví dụ 1: Tìm nh qua phép biến đổi Laplace (gọi tắt là ảnh) của hàm η(t): ả

 { 0tkhi1
0tkhi0)t( >

<=η  

 { }
∞σ−−∞σ+−∞−∞+

− −=−=−=== ∫
0

tjst

0

t)js(

0

pt

0

pt

p
ee

p
1

p
e

p
1

p
edte)p(F)t(fL  

Nếu Rep = s > 0 thì khi t → ∞, e-st → 0; khi t → 0, e-st → 1. Vậy: 

 F(p) =
p
1           (8) 

Ví dụ 2: Tìm ảnh của hàm f(t)  = eat trong đó a = α + jβ = const 

Ta có  
∞−∞+

−
∞+

−

−
=== ∫∫

0

t)pa(

0

t)pa(

0

ptat

pa
edtedtee)p(F  

Khi t → 0 thì e(a-p)t → 1. Nếu Rep>Rea (s>α) thì khi t → +∞, e(a-p)t = e(α-s)tej(β−σ)t→ 0. 
Vậy: 
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ap

1)p(F
−

=          (9) 

Ví dụ 3: Tìm ảnh của f(t) = t. 

 
∞−∞+

−

∞−∞+
−

∞+
− −=+−=−== ∫∫∫

0
2

pt

0

pt

0

pt

0

pt

0

pt

p
edtte

p
1

p
tetde

p
1dtte)p(F  

Khi t → 0 thì e-pt → 1. Khi t → +∞, e-pt  → 0. Vậy: 

 2p
1)p(F =  

Ví dụ 4: Tìm ảnh của f(t) = tn.  

 ∫∫∫
∞+

−−

∞−∞+
−

∞+
− +−=−==

0

pt1n

0

ptn

0

ptn

0

ptn dtet
p
1

p
etdet

p
1dtet)p(F  

Sau n lần tích phân phân đoạn ta có: 

 1np
!n)p(F +=  

 
§5. CÁC TÍNH CHẤT CỦA PHÉP BIẾN ĐỔI LAPLACE  

 
1. Tính chất tuyến tính của toán tử: Giả sử f(t) và g(t) là hai hàm gốc. A và B là hai 
hằng số thực hay phức. Nếu   thì:                                    
            (10) 

f(t)    F(p), g(t) G(p)   =  =

Thật vậy theo định nghĩa: 
Af(t) + B g(t) F(p) +    = G(p) 

  { } [ ]∫
+∞

− +=+
0

pt dt)t(Bg)t(Afe)t(Bg)t(AfL

Do tính chất tuyến tính của tích phân ta có: 

  [ ] ∫∫∫
+∞

−
+∞

−
+∞

− +=+
0

pt

0

pt

0

pt dt)t(geBdt)t(feAdt)t(Bg)t(Afe

Nhưng theo giả thiết : 

  )p(Fdt)t(fe
0

pt =∫
+∞

−

  )p(Gdt)t(ge
0

pt =∫
+∞

−

Thay vào trên ta có: 
 { } )p(BG)p(AF)t(Bg)t(AfL +=+  
Ví dụ 1:Tìm ảnh của f(t) = sinat và cosat 
Theo công thức Euler ta có: 

 jatjat
jatjat

e
j2

1e
j2

1
j2
eeatsin −
−

−=
−

=  

Nhưng theo (9): 
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 ejat    
jap

1
−

 ; 
jap

1e jat

+
↔−  = 

Sử dụng tính chất tuyến tính ta được: 

 22 ap
a

jap
1

jap
1

j2
1atsin

+
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−
−

↔      (11) 

 { } 22 ap
a

jap
1

jap
1

j2
1atsinL

+
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−
−

=  

Tương tự jatjat
jatjat

e
2
1e

2
1

2
eeatcos −
−

+=
+

=  

 22 ap
p

jap
1

jap
1

2
1atcos

+
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

+
−

↔      (12) 

Ví dụ 2: Tìm ảnh của ch(at) và sh(at) 

 atat
atat

e
2
1e

2
1

2
eechat −
−

+=
+

=  

 atat
atat

e
2
1e

2
1

2
eeshat −
−

−==  

 22 ap
p

ap
1

ap
1

2
1chat

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

+
−

↔       (13) 

 22 ap
a

ap
1

ap
1

2
1shat

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−
−

↔       (14) 

Ví dụ 3: Tìm ảnh của  sin(ωt + ϕ) và cos(ωt + ϕ) 
Ta có sin(ωt + ϕ) = sinωtcosϕ + sinϕcosωt. Do tính chất tuyến tính: 

 222222 p
cossinp

p
cos

p
psin)tsin(

ω+
ϕω+ϕ

=
ω+

ω
ϕ+

ω+
ϕ↔ϕ+ω  

Tương tự: 22p
sincosps)tcos(

ω+
ϕω−ϕ

=↔ϕ+ω  

Ví dụ 4: Tìm ảnh của sin3t 

Ta có: ( )t3sintsin3
4
1tsin3 −=  

Vậy: ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+

−
+

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+

−
+

↔
9p

1
1p

1
4
3

9p
3

1p
3

4
1tsin 2222

3  

 
2. Tính chất đẳng cấp: Nếu L{ f(t) } = F(p) thì L{ af(t) } = aF(p) 
 
3. Tính chất đồng dạng: Giả sử λ là  một hằng  số dương bất  kì. Nếu f(t) ↔ F(p)  thì  

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
λλ

↔λ
pF1)t(f          (15) 
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Chứng minh: Theo định nghĩa ta có: 

  ∫
+∞

− λ↔λ
0

pt dt)t(fe)t(f

Trong tích phân vế phải, đổi biến λt = t1, 1dt1dt
λ

=  ta được: 

 )p(F1dt)t(fe1dt)t(fe
0

11

t
p

0

pt
1

λ
=

λ
=λ ∫∫

+∞
λ

−+∞
−  

 
4. Tính chất chuyển dịch ảnh: Cho a là một số phức bất kì. Nếu L{ f(t) } = F(p) thì 
 eatf(t) ↔ F(p - a)         (16) 
Chứng minh: Theo định nghĩa ta có: 

  )ap(Fdt)t(fedt)t(fee)t(fe
0

t)ap(

0

ptatat −==↔ ∫∫
+∞

−−
+∞

−

Ví dụ 1: Tìm ảnh của eatsinωt  và eatcosωt 

Ta có 22p
tsin

ω+
ω

↔ω  và 22p
ptcos
ω+

↔ω  

Nên:  22
at

)ap(
tsine

ω+−
ω

↔ω  

 22
at

)ap(
aptcose
ω+−

−
↔ω  

Ví dụ 2: Giả sử f(t) ↔ F(p). Tìm ảnh của f(t)sinωt 

Ta có: 
j2
ee)t(ftsin)t(f

tjtj ωω −
=ω  

Do công thức dịch chuyển ảnh: 
 f(t)ejωt  ↔ F(p - jω) 
 f(t)e-jωt ↔ F(p + jω) 
Theo tính chất tuyến tính ta có: 

 f(t)sinωt ↔ 
j2

1  [ F(p - jω) + F(p + jω) ] 

 
5. Tính chất trễ: 
 a. Trường hợp τ là một hằng số dương: Nếu f(t) ↔ F(p) thì: 
 η(t - τ)f(t - τ) ↔ e-pτF(p)        (17) 
Trước hết ta thấy rằng nếu η(t)f(t) có đồ thị là đường cong C thì đồ thị của η(t-τ)f(t-τ) 
có được bằng cách dịch chuyển đường cong C sang một đoạn τ theo trục hoành. Nếu t 
và τ là các đại lượng chỉ thời gian thì  quá trình biếu diễn bởi hàm η(t-τ)f(t - τ) xảy ra  
giống quá trình biếu diễn bởi hàm η(t)f(t) nhưng chậm hơn một khoảng thời gian τ 
 
 

 
103



MATHEDUCARE.COM

 
η(t-τ)f(t-τ) η(t)f(t) 

τ t t O O 

 
 
 
 
 
 
Chứng minh: Theo định nghĩa ta có: 

  ∫
+∞

− τ−τ−η↔τ−τ−η
0

pt dt)t(f)t(e)t(f)t(

Vì : { τ>
τ<=τ−η tkhi1

tkhi0)t(  

nên:  ∫
+∞

− τ−↔τ−τ−η
0

pt dt)t(fe)t(f)t(

Trong tích phân bên vế phải, đổi biến t1 = t - τ ta được: 

  )p(Fedt)t(feedt)t(fedt)t(fe p

0
11

ptp

0
11

)t(p

0

pt 11 τ−
+∞

−τ−
+∞

τ+−
+∞

− ===τ− ∫∫∫

Ví dụ: ta biết hàm f(t) = e2t có ảnh là 
2p

1)p(F
−

= . Tìm ảnh của hàm f(t - 1) = e2(t - 1)

Theo (17) ta có: 

 
2p

ee)1t(f
p

)1t(2

−
↔=−

−
−  

 b. Biểu diễn một hàm xung qua hàm η(t):Ta gọi một hàm xung là hàm có 
dạng: 

  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>
<<ϕ

<
=

btkhi0
btakhi)t(

atkhi0
)t(f

Ta có thể viết: 
 f(t) = η(t - a)ϕ(t) - η(t - b)ϕ(t)       (18) 
Ví dụ 1: Tìm ảnh của hàm η(t -τ) 

Vì 
p
1)t( ↔η  nên theo tính chất trễ thì: 

 
p
1e)t( pτ−↔τ−η          (19) 

Ví dụ 2: Tìm ảnh của hàm xung đơn vị 

  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>
<<

<
=

btkhi0
btakhi1

atkhi0
)t(f

Theo (18) thì: f(t) = η(t - a) - η(t - b) 
Theo (19) thì: 
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 ( pbpapbpa ee
p
1

p
1e

p
1e)t(f −−−− −=−↔ )      (20) 

Ví dụ 3: Tìm ảnh của hàm: 

  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

π>
π<<

<
=

tkhi0
t0khitsin
0tkhi0

)t(f

Theo (18) ta có thể viết: 
 f(t) = η(t)sint - η(t - π)sint 
Vì  sint = sin(π - t) = -sin(t - π) nên: 
 f(t) = η(t)sint + η(t - π)sin(π - t) 
Theo tính chất trễ ta có: 

 
1p

1e)tsin()t( 2
p

+
↔π−π−η π−  

Kết quả 

 ( )π−π− +
+

=
+

+
+

↔ p
22

p
2 e1

1p
1

1p
1e

1p
1)t(f  

Ví dụ 4: Tìm ảnh của hàm bậc thang sau: 

  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>
<<
<<
<<

<

=

3tkhi0
3t2khi1
2t1khi4
1t0khi2

0tkhi0

)t(f

O t 3 

2 
Đặt: 

  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>
<<

<
=

1tkhi0
1t0khi1

0tkhi0
)t(h1

   
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>
<<

<
=

2tkhi0
2t1khi1

1tkhi0
)t(h2

  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>
<<

<
=

3tkhi0
3t2khi1

2tkhi0
)t(h3

Như vậy: 
 f(t) = 2h1(t) + 4h2(t) + h3(t) 
Vì theo (20): 

 ( )p
1 e1

p
1)t(h −−↔ ; ( )p2p

2 ee
p
1)t(h −− −↔ ; ( )p3p2

3 ee
p
1)t(h −− −↔  

nên: ( ) ( )p3p2pp3p2p2pp ee3e22
p
1eee4e4e22

p
1)t(f −−−−−−−− −−+=−+−+−↔  

Ví dụ 5: Tìm ảnh của hàm f(t) như hình vẽ 
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Hàm f(t) được coi là tổng của hai hàm xung h1(t) và 
h2(t): 

O t h 

1  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>

<<

<

=

htkhi0
ht0khi

h
t

0tkhi0
)t(h1  

 { htkhi1
htkhi0)t(h2 >

<=  

Theo (18) ta có: 

 
)ht()t(h

h
t)ht(

h
t)t()t(h

2

1

−η=

−η−η=  

Vậy: 
[ ])ht).(ht(t).t(

h
1

h
ht).ht(

h
t)t()ht(

h
t).ht(

h
t).t()t(f

−−η−η=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−η−η=−η+−η−η=
 

Theo tính chất trễ ta có: 

 ( )hp
22

hp
2 e1

hp
1

p
1e

p
1

h
1)t(f −− −=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=  

 
§6. ẢNH CỦA MỘT HÀM TUẦN HOÀN 

 Nếu f(t) là một hàm gốc, tuần hoàn với chu kì T, nghĩa là f(t) = f(t + T) ∀t > 0 
thì ảnh của nó được tính theo công thức: 

 pTe1
)p()p(F −−

Φ
=          (21) 

Trong đó: là ảnh của hàm: ∫ −=Φ
T

0

pt dt)t(fe)p(

  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>
<<

<
=ϕ

Ttkhi0
Tt0khi)t(f

2tkhi0
)t(

Chứng minh: Theo định nghĩa ta có: 

  ∫∫∫
+∞

−−
+∞

− +==
T

pt
T

0

pt

0

pt dt)t(fedt)t(fedt)t(fe)p(F

Trong tích phân thứ ở vế phải, đổi biến t = u + T ta có: 

  ∫∫∫
+∞

−−
+∞

+−
+∞

− +=+=
0

pupT

0

)Tu(p

T

pt du)Tu(feedu)Tu(fedt)t(fe

Do tính chất tuần hoàn f(u + T) = f(u), nên: 

  )p(F.edu)u(feedt)t(fe pT

0

pupT

T

pt −
+∞

−−
+∞

− == ∫∫
Thay vào trên ta được: 
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 F(p) = Φ(p) + e-pTF(p) 
Từ đó rút ra: 

 pTe1
)p()p(F −−

Φ
=  

Ví dụ 1: Có một hệ thống xung như hình vẽ. Tìm ảnh của hàm đó: 
 

t O 

1 

T τ 

 
 
 
 
Ta có: 

 ( )τ−

τ−τ
−

∞+
− −=

−
===Φ ∫∫ p

0

pt

0

pt

0

pt e1
p
1

p
edtedt)t(fe)p(  

Vậy: pT

pt

e1
e1

p
1)p(F −

−

−
−

=  

Ví dụ 2: Cho một hệ thống các xung hình sin như hình vẽ. Tìm ảnh 
 

π t O π π

 
 
 
 
 
Ta thấy rằng hàm f(t) = | sint | tuần hoàn với chu kì T = π. Trong ví dụ 3 ở §5 ta đã 
biết: 

 ( )π−−
+

=Φ p
2 e1

1p
1)p(  

Vậy: 
2

pcoth
1p

1
e1
e1

1p
1)p(F 2p

p

2

π
+

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
+

+
= π−

π−

 

 
§7. ĐẠO HÀM GỐC 

1. Đạo hàm cấp 1: Giả sử f(t) là hàm gốc, có đạo hàm f’(t) cũng là hàm gốc. Nếu 
f(t)↔F(p) thì:   
 f’(t) ↔ pF(p) - f(0)         (22) 
Chứng minh: Theo định nghĩa: 

  ∫
+∞

− ′↔′
0

pt dt)t(fe)t(f

Trong tích phân bên vế phải, dùng phương pháp tích phân từng phần, đặt u = e-pt ta có 
du = -p.e-pt, dv = f’(t)dt  nên v= f(t). Thay vào ta có: 
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  )p(pFe)t(fdt)t(fepe)t(fdt)t(fe
o

pt

0

pt

o

pt

0

pt +=+=′
∞+−

+∞
−∞+−

+∞
− ∫∫  

Do | f(t) | ≤ M nên nếu Rep = s > stsoe o thì | f(t)e-pt | ≤ M → 0 khi t→ +∞.Vậy: t)ss( oe −

 )0(fe)t(f
o

pt −=
+∞−  

Thay vào trên ta có: 

  )0(f)p(pFdt)t(fe
0

pt −=′∫
+∞

−

2. Đạo hàm cấp cao: Nếu f(t) có đạo hàm tới cấp n và các đạo hàm này đều là hàm 
gốc thì bằng cách áp dụng liên tiếp (22) ta có: 
 f(n)(t) = pnF(p) - pn-1f(0) - pn-2f’(0) - L - f(n-1)(0)    (23) 
3. Hệ quả: Nếu f(t) là hàm gốc và pF(p) giải tích tại ∞ thì: 
          (24) )0(f)p(pFlim

p
=

∞→

 
§8. TÍCH PHÂN GỐC 

Nếu f(t) ↔ F(p) thì  là một hàm gốc và ∫
t

0

dt)t(f

 
p

)p(Fdt)t(f
t

0

↔∫          (25) 

Chứng minh: đặt . Rõ ràng ϕ(0) = 0.. Hàm ϕ(t) có đạo hàm là hàm f(t) 

liên tục từng khúc. Bởi vì: 

∫=ϕ
t

0

dt)t(f)t(

 ts
1

t

0

ts

o

t

0

ts
t

0

ooo eMe
s
MdtMedt)t(f)t( ≤=≤≤ϕ ∫∫  

nên ϕ(t) là một hàm gốc cùng chỉ số tăng với f(t). Gọi Φ(p) là ảnh của nó. Ta phải tìm 
Φ(p). Vì ϕ’(t) = f(t) nên theo công thức đạo hàm gốc ta có: 
 f(t) ↔ pΦ(p) - ϕ(0) 
Vậy F(p) = pΦ(p) hay  

 
p

)p(F)p( =Φ  

 
§9. ĐẠO HÀM ẢNH 

Nếu f(t) ↔ F(p) thì:  
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 F’(p) ↔ -tf(t)         (26) 
Chứng minh: Theo (6) ta có: 

  ∫
+∞

−−=′
0

ptdte)t(tf)p(F

Mặt khác, theo định nghĩa thì: 

  ∫
+∞

−−↔−
0

ptdte)t(tf)t(tf

Vậy: F’(p) ↔ -tf(t) 
Sử dụng công thức này liên tiếp ta có: 
 tnf(t) ↔ (-1)nF(n)(p)         (27) 
Một cách tổng quát ta có: 

 1n
n

p
!nt +↔           (28) 

 
§10. TÍCH PHÂN ẢNH 

Nếu tích phân  hội tụ thì nó là ảnh của hàm ∫
∞

p

dp)p(F
t

)t(f , nghĩa là: 

 ↔
t

)t(f
∫
∞

p

dp)p(F          (29) 

Chứng minh: Ta có: 

        (30) ∫∫∫
∞

−
∞∞

=
0

pt

pp

dte)t(fdpdp)p(F

Lấy s1 là một số lớn hơn so. Giả sử đường lấy tích phân (p, ∞) nằm hoàn toàn trong 
nửa mặt phẳng Rep ≥ 0. Khi đó ta có: 

 ∫∫
∞

−−
∞

− ≤
0

t)ss(

0

pt dteMdte)t(f o1  

Dễ dàng thấy răng tích phân vế phải hội tụ nên tích phân  hội tụ đều đối 

với p. Vậy trong (3) ta có thể đổi thứ tự lấy tích phân: 

∫
∞

−

0

ptdte)t(f

 ∫∫∫∫
∞

−
∞

−
∞∞

==
0

pt

p

pt

0p

dte
t

)t(fdpedt)t(fdp)p(F  

Hay:  ↔
t

)t(f
∫
∞

p

dp)p(F  

Ví dụ 1: Tìm ảnh của hàm 
t

ee atbt −  

Vì 
ap

1
bp

1ee atbt

−
−

−
↔−  nên theo (29) ta có: 
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bp
aplndp

ap
1

bp
1

t
ee

p

atbt

−
−

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

−
−

↔
−

∫
+∞

 

Ví dụ 2: Tìm ảnh của hàm ∫
t

0 t
tsin  

Ta đã biết 
1p

1tsin 2 +
↔  nên theo (29) ta có: 

 arctgp
21p

dp
t

tsin
p

2 −
π

=
+

↔ ∫
∞

= arcotgp 

Dùng công thức tích phân gốc ta có: 

 
p
1

t
tsint

0

↔∫ arcotgp 

 
§11. ẢNH CỦA TÍCH CHẬP 

 
1. Định nghĩa tích chập của hai hàm số: Cho hai hàm số f(t) và g(t). Tích phân 

 là một hàm số của t và được gọi là tích chập của hai hàm số f(t) và 

g(t). Nó được kí hiệu là f ∗ g 

∫ ττ−τ
t

0

d)t(g)(f

         (31) ∫ ττ−τ=∗
t

0

d)t(g)(fgf

2. Tính chất: 
 a. Tính chất 1: Tích chập có tính chất giao hoán f * g = g * f 
Thật vậy dùng phép đổi biến τ1 = t - τ, dτ1 = -dτ, ta có: 

  fgd)t(f)(gd)t(g)t(fd)t(g)(fgf
t

0
111

0

t
11

t

0

∗=ττ−τ=ττ−−=ττ−τ=∗ ∫∫∫
 b. Tính chất 2: Nếu f(t) và g(t) là những hàm gốc thì f * g cũng là hàm gốc 

Ví dụ 1: Tính tích chập  ∫ ττ−=∗ τ
t

0

t d)t(ete

Tính tích phân bên vế phải bằng phương pháp tích phân từng phân ta có: 

 
22

att

0

aat
t

0

)t(aat

tttt
t

0

t

a
1

a
e

a
tdeedee*t

1te)1ete()1e(td)t(ete

−+−=ττ=ττ=

−−=+−−−=ττ−=∗

∫∫

∫
τ−τ−

τ

 

Ví dụ 2:  
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1tcosdcos)t(ttcos

ttsindsin)t(ttsin
t

0

t

0

+−=τττ−=∗

+−=τττ−=∗

∫

∫

3. Ảnh của tích chập: Nếu f(t) ↔ F(p) và g(t) ↔ G(p) thì ảnh của tích chập bằng tích 
các ảnh: 
 f * g ↔ F(p).G(p)         (32) 
Chứng minh: Theo định nghĩa thì: 

∫∫∫ ττ−τ↔ττ−τ=∗
+∞

−
t

00

pt
t

0

d)t(g)(fdted)t(g)(fgf

Xét tích phân bên vế phải. Vì ứng với t cố định thì 
tích phân theo τ lấy từ 0 đến t, sau đó cho t biến 
thiên từ 0 đến +∞ nên vế phải tích phân lặp lấy trong 

mìền quạt G: 0 < arg(t + jτ) < 
4
π . Vì khi Rep > s + 1 

thì do tính chất của tích chập, tích phân lặp này hội 
tụ tuyệt đối nên ta có thể đổi thứ tự tích phân: 

τ 

τ=t 

O t t 

∫∫∫∫
∞

−
+∞+∞

− ττ−ττ=ττ−τ
t

pt

0

t

00

pt d)t(ged)(fd)t(g)(fdte  

Đổi biến t1 = t - τ thì: 

1
0

1
1ptppt td)t(geed)t(ge ∫∫

∞
−τ−

∞

τ

− =ττ−  

Vậy:   )p(G).p(Fdt)t(ged)(fed)t(g)(fdte
0

11
1pt

0

p
t

00

pt =ττ=ττ−τ ∫∫∫∫
∞

−
+∞

τ−
+∞

−

nghĩa là: f * g = F(p).G(p) 

Ví dụ: t*sint = t - sint ↔ 
1p

1.
p
1

22 +
 

 
4. Cặp công thức Duhamel: Nếu f(t) ↔ F(p) và g(t) ↔ G(p) thì: 
 p.F(p).G(p) ↔ f(0).g(t) + f’ * g       (33) 
 p.F(p).G(p) ↔ g(0).f(t) + f * g’       (34) 
Chứng minh: Ta chỉ cần chứng minh công thức (33) và do tính chất đối xứng ta suy ra 
công thức (34). Ta có: 
 pF(p).G(p) = f(0).G(p) + [ pF(p) - f(0) ].G(p) 
Theo công thức đạo hàm gốc: 
 pF(p) - f(0) ↔ f’(t) 
Theo công thức nhân ảnh: 
 [ pF(p) - f(0) ].G(p) ↔ f’(t) 
Vậy: p.F(p).G(p) ↔ f(0).g(t) + f’ * g 
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§12. ẢNH CỦA TÍCH HAI GỐC 
Giả sử f(t) và g(t) là hai hàm gốc có chỉ số tăng s1 và s2. Khi đó tích f(t).g(t) cũng là 
một hàm gốc tính theo công thức: 

∫
∞+

∞−

ζζ−ζ
π

↔
ja

ja

d)p(G).(F
j2

1)t(g).t(f       (35) 

 
§13. QUAN HỆ GIỮA GỐC VÀ ẢNH  

 
Định lý:Nếu f(t) là một hàm gốc với chỉ số tăng so và F(p) là ảnh của nó thì tại mọi 
điểm liên tục của hàm f(t) ta có: 

∫
∞+

∞−π
=

ja

ja

pt dp)p(Fe
j2

1)t(f         (36) 

trong đó a là một số thực bất kì lớn hơn so. Tích phân bên vế phải được hiểu theo 
nghĩa giá trị chính.  
Công thức (36) được gọi là công thức ngược của Mellin. Ta thừa nhận mà không 
chứng minh định lí này. 
 

§14. ĐIỀU KIỆN ĐỦ ĐỂ F(p) LÀ MỘT HÀM ẢNH 
Định lí: Giả sử F(p) là một hàm biến phức thoả mãn các điều kiện sau: 

8F(p) giải tích trong nửa mặt phẳng Rep > so

8F(p) → 0 khi | p | → +∞ trong nửa mặt phẳng Rep > a > so đều đối với argp 

8tích phân  hội tụ tuyệt đối ∫
∞+

∞−

ja

ja

pt dp)p(Fe

Khi đó F(p) là ảnh của hàm gốc cho bởi công thức: 

∫
∞+

∞−π
=

ja

ja

pt dp)p(Fe
j2

1)t(f  a > so  t > 0      (37) 

 
§15. TÌM HÀM GỐC CỦA MỘT PHÂN THỨC THỰC SỰ 

 
Một phân thức hữu tỉ được gọi là thực sự nếu bậc của mẫu số lớn hơn bậc của 

tử số của nó.  

Cho một phân thức thực sự 
)p(B
)p(A)p(F = , trong đó tử số và mẫu số là các đa 

thức không có nghiệm chung. Nếu gọi ak (k = 1, 2,.., n) là các điểm cực của F(p) thì 
F(p) là ảnh của hàm η(t).f(t) trong đó: 

[∑
=

=
n

1k
k

pt a,e)p(FsRe)t(f ]        (40) 

 Nếu ak là cực điểm cấp mk thì theo công thức tính thặng dư: 
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 Res[ F(p)ept, ak ] = [ ] )1km(ptkm
k

kap
k

e)p(F)ap(lim
)!1m(

1 −

→
−

−
 

nên công thức (40) trở thành: 

[∑
=

−

→
−

−
=

n

1k

)1km(ptkm
k

kap
k

e)p(F)ap(lim
)!1m(

1)t(f ]     (42) 

 Đặc biệt, nếu các cực điểm đều đơn, tức mk = 1, thì cách tính thặng dư đơn giản 
hơn: 

Res[ F(p)ept, ak ] = tka

k

k e
)a(B
)a(A

′
 

và ta có: 

 ∑
= ′

=
n

1k

tka

k

k e
)a(B
)a(A)t(f         (43) 

 Đặc biệt hơn nữa, nếu số 0 cũng là một cực điểm đơn thì khi đó mẫu số B(p) có 
thừa số chung là p: B(p) = p.B1(p) với B1(0) ≠ 0, B1(ak) = 0 khi k = 2, 3,..,n. Trong 
công thức (43) chọn a1 = 0 ta được: 

 ∑
= ′

+
′

=
n

2k

tka

k

k e
)a(B
)a(A

)0(B
)0(A)t(f  

Vì B’(p) = B1(p) +  nên B’(0) = B)p(Bp 1′ 1(0), B’(ak) = )a(Ba k1k ′  nên: 

∑
= ′

+
′

=
n

2k

tka

k

k e
)a(B
)a(A

)0(B
)0(A)t(f ↔ 

)p(pB
)p(A

1

     (44) 

 Nếu A(p) và B(p) là các đa thức có các hệ số đều là số thực và nếu các cực điểm 
đều đơn gồm: 
 * những số thực b1, b2,..., br
 * những số phức liên hợp a1, a2, ..., as, s21 a,,a,a K  
khi đó r + 2s = n là số cực điểm; ak = αk + jβk, kkk ja β−α=  và đặt 

kk
k

k jNM
)a(B
)a(A

+=
′

thì (43) còn có thể viết dưới dạng sau: 

[ tsinNtcosMe2e
)b(B
)b(A)t(f kkkk

s

1k

tk
r

1k

tkb

k

k β−β+
′

= ∑∑
=

α

=
]   (46) 

Ví dụ 1: Tìm gốc của hàm 
)bp)(ap(p

1)p(F
++

=  

Trong ví dụ này A(p) = 1; B(p) = p.B1; B1 = (p + a)(p + b). Các cực điểm của F(p) là: 
 a1 = 0; a2 = -a; a3 = -b 

Áp dụng công thức (44) ta được: 

)ab(b
e

)ba(a
e

ab
1)t(f

btat

−
+

−
+=

−−

 

Ví dụ 2: Tìm gốc của hàm:
)8p4p)(2p(

2p3p3)p(F 2

2

++−
++

=  
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Trong ví dụ này A(p) = 3p2 + 3p + 2, B(p) = (p - 2)(p2 + 4p  + 8), B’(p) = 3p2 + 4p. 
Các cực điểm của F(p) là: 

b1 = 2, a1 = -2 + 2j 1a = -2 - 2j nên α1 = -2, β1 = 2 
Theo (46) ta được:  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
β

′
−β

′
+

′
= α tsin

)a(B
)a(AImtcos

)a(B
)a(ARee2e

)b(B
)b(A)t(f 1

1

1
1

1

1t1t1b

1

1  

Nhưng: 

 1
20
20

)2('B
)2(A

==  

4
j1

)j84(2
4j18

)j22(B
)j22(A

+=
+−
−−

=
+−′
+−  

Vậy:  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+= − t2sin

4
1t2cose2e)t(f t2t2  

Ví dụ 3: Tìm gốc của hàm 32 p)1p(
2p)p(F

−
+

=  

Ta có A(p) = p + 2, B(p) = p3(p - 1)2. Vậy F(p) có hai cực điểm là: 
a1 = 1 (cấp 2) và a2 = 0 (cấp 3) 

Để tính f(t) ta dùng công thức (42): 

   

( ) 8t5tt5t2t516
2
1

te
)1p(
5pet

)1p(
2pte

)1p(
5pe

)1p(
16p2lim

2
1

te
)1p(
2pe

)1p(
5plim

2
1e

)1p(
2plim

2
1e

)1p(p
2pplim

2
1

22

pt
3

pt2
2

pt
3

pt
40p

pt
3

pt
30p

pt
20p

pt
23

3

0p

++=+++

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−−

+
−
+

+
−
−−

+
−
+

=
′

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
+

+
−
−−

=
″

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
+

=
″

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
+

→

→→→

 

và: 

  tt
3

ptpt
41p

pt
31p

pt
32

2

1p
e8te3

p
2ptee

p
6p2lime

p
2plime

p)1p(
2p)1p(lim −=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
+

−−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
+

−
→→→

 

Thay vào (42) ta được: 

( ) t2pt
31p

pt
20p

e8t38t5te
p

2plime
)1p(
2plim

2
1)t(f −+++=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
+

″

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
+

=
→→

 

Ví dụ 4: Tìm gốc của hàm 
p)1p(

e)p(F 3

p

+
=

−

 

Trước hết ta tìm gốc g(t) của hàm
p)1p(

1)p(G 3 +
= . Đối với hàm này A(p) = 1, 

B(p) = p(p3 + 1). Vậy G(p) có các cực điểm thực là: 
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 b1 = 0, b2 = -1  
và cặp cực điểm phức liên hợp: 

  
2

3j1a1
+

=  và 
2

3j1a1
−

= .  

Ta có: B’(p) = 4p3 + 1  
nên: B’(0) = 1  

B’(-1) = - 3 

      ( ) 313sinj3cos41
3

sini
3

cos41
2

3j14
2

3j1B
33

−=+π+π=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+
π

=+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +′  

      
3
1

)a(B
1ReM

1
1 −=

′
=  

      0
)a(B

1ImN
1

1 =
′

=  

Thay vào (46) ta được: 

t
2
3cose

3
2e

3
11

t
2
3sinNt

2
3cosMe2e

)1(B
1e

)0(B
1)t(g

2
t

t

11
2
t

tot

−−=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+

−′
+

′
=

−

−

 

Để tính f(t) ta dùng tính chất trễ theo (17): 
 η(t - 1)g(t - 1) ↔ e-pG(p) = F(p) 
tức là: 

( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−−−η=−−η=

−
+− 1t

2
3cose

3
2e

3
11)1t()1t(g)1t()t(f 2

1t
1t  

Ví dụ 5: Tìm gốc của hàm 
p2p

1p)p(F 2 +
+

=  

Phương trình p2 + 2p có hai nghiệm đơn là a1 = 0 và a2 = -2. Áp dụng công thức thặng 
dư tại cực điểm đơn ta có: 

Res[(p)ept, 0] = 
2
1e

2p2
1plim pt

0p
=

+
+

→
 

Res[(p)ept, -2] = ptpt

2p
e

2
1e

2p2
1plim −

−→
=

+
+  

Vậy ( )pte1
2
1)p(F +↔  

 
§16. TÌM HÀM GỐC CỦA MỘT PHÂN THỨC HỮU TỈ 

  
Trong thực tế, để tìm gốc của một phân thức hữu tỉ ta phân tích chúng thành 

các phân thức tối giản loại 1:  
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n)ap(
1hay

ap
1

−−
  với a thực, n nguyên dương 

và các phân thức tối giản loại 2: 

 n22 )cbp2p(
WMphay

cbp2p
NMp

++
+

++
+  với M, N, b, c thực; b2 - c < 0; n nguyên 

dương. 
Đối với phân thức tối giản loại 1 ta chú ý rằng: 

 
!n

t
p
1;1

p
1 1n

n

−

↔↔  

Do đó dùng công thức dịch chuyển ảnh ta có: 

)!1n(
te

)ap(
1;e

ap
1 1n

at
n

at

−
↔

−
↔

−

−

 

Đối với phân thức tối giản loại 2 ta làm như sau: 
  Ta đưa tam thức ở mẫu số về dạng chính tắc: 

[ ] [ ]n22n222 )bp(
MbN)bp(M

)bc()bp(
MbN)bp(M

cbp2p
NMp

α++

−++
=

−++

−++
=

++
+  

với α2 = c - b2

 Tìm gốc của ( )n22p
Mp
α+

 và  của ( )n22p
MbN
α+

−  rồi dùng công thức chuyển dịch 

ảnh. Khi tìm gốc của ( )n22p
p
α+

 hay của ( )n22p
1
α+

 ta thường tới công thức đạo hàm 

ảnh. 

Ví dụ 1:Tìm gốc của hàm 
1pp

1p)p(F 2 ++
+

=  

Đưa mẫu số về dạng chính tắc ta có: 

 
4
3

2
1p1pp

2
2 +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=++  

Vậy: 

4
3

2
1p

2
1

4
3

2
1p

2
1p

4
3

2
1p

1p
1pp

1p)p(F 2222

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
=

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
=

++
+

=  

Ta có: t
2
3cos

4
3p

p
2

↔
+

 

 t
2
3sin

3
2

4
3p

1
2

↔
+
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Áp dụng công thức dịch chuyển ảnh ta có: 

t
2
3cose

4
3

2
1p

p 2
t

2

−
↔

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

 

t
2
3sin

3
2e

4
3

2
1p

1 2
t

2

−
↔

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

 

Vây: +↔
−

t
2
3cose)t(f 2

t

t
2
3sin

3
2e 2

t
−

 

Ví dụ 2: Tìm gốc của hàm 22 )2p2p(
4p3)p(F
+−

−
=  

Đưa mẫu số về dạng chính tắc ta có: 

[ ] [ ] [ ]22222222 1)1p(
1

1)1p(
)1p(3

1)1p(
1)1p(3

)2p2p(
4p3)p(F

+−
−

+−

−
=

+−

−−
=

+−
−

=  

Đặt 2222 )1p(
1

)1p(
p3)p(G

+
−

+
=  thì G(p - 1) = F(p). Vậy nếu tìm được gốc của G(p) ta 

sẽ dùng công thức dịch chuyển ảnh để tìm gốc của F(p). 

Vì: 
1p

1
2
1

1p
p

2
1

)1p(
1

2222 +
+
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=
+

 

′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−=
+ 1p

1
2
1

)1p(
p

222  

nên:  
1p

1
2
1

1p
p

2
1

1p
1

2
3)p(G 222 +

−
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−=      (47) 

Vì: tcos
1p

p;tsin
1p

1
22 ↔
+

↔
+

 

nên áp dụng tính chất đạo hàm ảnh ta có: 

tcost
1p

p;tsint
1p

1
22 −↔

′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−↔
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

 

Từ (47) ta suy ra: 

 tsin
2
1tcost

2
3tsint

2
3)t(g −+=  

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+== tsin

2
1tcost

2
3tsint

2
3e)t(ge)t(f tt  

Ví dụ 3: Tìm gốc của hàm 
)8p4p)(2p(

2p2p3)p(F 2

2

++−
++

=  
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Phân tích F(p) thành phân thức tối giản ta được: 

4)2p(
1)2p(2

2p
1

8p4p
3p2

2p
1

)8p4p)(2p(
2p2p3)p(F 222

2

++
−+

+
−

=
++

+
+

−
=

++−
++

=  

                  
4)2p(

1
4)2p(

2p2
2p

1
22 ++

−
++

+
+

−
=  

Vì  t2e
2p

1
↔

−
 

t2cos2
4p

p2
2 ↔
+

 

tsin
2
1

4p
1

2 ↔
+

 

Nên chuyển dịch ảnh ta được: 

2
t2sine

4)2p(
1;t2cose2

4)2p(
2p2 t2

2
t2

2
−− ↔

++
↔

++
+  

Cuối cùng: 

 t2e)t(f =
2

t2sinet2cose2 t2t2 −− −+  

 
§17. TÌM HÀM GỐC DƯỚI DẠNG CHUỖI 

Định lí: Nếu hàm F(p) giải tích tại p = ∞, nghĩa là tại lân cận p = ∞, khai triển Laurent 
của nó có dạng: 

 ∑
∞

=
=+++=

1n
n
n

3
3

2
21

p
C

p
C

p
C

p
C)p(F L        (48) 

thì F(p) là ảnh của hàm η(t)f(t) trong đó: 

)!1n(
tCt

!2
Ct

!1
CC)t(f

1n

1n
n

222
1 −

=+++=
−∞

=
∑L      (49) 

Ví dụ 1: Tìm gốc của hàm p
1

1n e
p
1)p(F

−

+=  

Khai triển 

 k
0k

k

32
p
1

p
1

!k
)1(

p!3
1

p!2
1

p
11e ∑

∞

=

− −
=+−+−= L  

Vậy: 1kn
0k

k

p
1

!k
)1()p(F ++

∞

=
∑ −

=  

Vì:  
)!kn(

t
p

1 kn

1kn +
↔

+

++  

nên:
)!kn(

t
!k
)1()t(f

kn

0k

k

+
−

=
+∞

=
∑  
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Ví dụ 2: Tìm gốc của hàm 
1p

p)p(F 10

9

−
=  

Khai triển F(p) tại lân cận p = ∞ ta được: 

LL +++++=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
−

= +1n102111

1010
10

9

10

9

p
1

p
1

p
1

p
1

p
11p

1

p
11p

p
1p

p)p(F  

Theo định lí trên ta có: 

( ) LL +++++=
!n10

t
!20

t
!10

t1)t(f
n102010

 

Ví dụ 3: Tìm gốc của hàm 
1p

1)p(F
2 +

=  

Áp dụng khai triển nhị thức ta có: 

L

L

+−+−=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+−=

+
=

73523

6422

p!3.2
5.3.1

p!2.2
3.1

p2
1

p
1

p
1

!3
1

2
5

2
3

2
1

p
1

!2
1

2
3

2
1

p
1.

2
11

p
1

1p
1)p(F

 

Do 
!n

t
p
1 n

1n ↔+  

Nên ta có: 

∑
∞

=
−=++−=

0n
2n2

n2
n

24

4

22

2

)!n(2
t)1(

)!2(2
t

)!1(2
t1)t(f L  

 
§18. DÙNG CÔNG THỨC NHÂN ẢNH VÀ CÔNG THỨC DUHAMEL 

Ta nhắc lại công thức nhân ảnh: 
 F(p).G(p) = f*g 
 pF(p)G(p) = f’*g + f(0)g(t) 

Ví dụ: Tìm gốc của hàm ( )( )4p1p
p2)p(F 22 ++

=  

Ta có thể viết: 

 ( )( ) 4p
p.

1p
2

4p1p
p2)p(F 2222 ++

=
++

=  

Vì t2cos2
4p

p;tsin2
1p

2
22 ↔
+

↔
+

 

nên theo công thức nhân ảnh ta có: 

τττ−== ∫ d2cos)tsin(2t2cos*tsin2)t(f
t

0  
Nhưng 2sin(t - τ).cos2τ = sin(t + τ)sin(t - 3τ) nên: 
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∫∫ ττ−+ττ+=
t

0

t

0

d)3tsin(d)tsin(2)t(f

t2cos
3
2tcos

3
2

tcos
3
1t2cos

3
1t2costcos

3
)3tcos()tcos(

t

0

t

0

−=

−+−=
τ−

+τ+−=
 

 
§19. ỨNG DỤNG CỦA PHÉP BIẾN ĐỔI LAPLACE ĐỂ GIẢI PHƯƠNG 

TRÌNH VI PHÂN TUYẾN TÍNH HỆ SỐ HẰNG 
 

1. Phương pháp chung: Giả sử ta cần tìm nghiệm của phương trình vi phân tuyến 
tính hệ số hằng: 

 )t(fxa
dt

xda
dt

xda n1n

1n

1n

n

o =+++ −

−

L       (1) 

thoả mãn các điều kiện ban đầu: 
 x(0) = xo, x’(0) = x1 ,.., x(n-1)(0) = xn-1      (2) 
với giả thiết ao ≠ 0, hàm f(t), nghiệm x(t) cùng các đạo hàm tới cấp n của nó đều là 
các hàm gốc. 
Để tìm nghiệm của bài toán trên ta làm như sau: 
 bTrước hết ta lập phương trình ảnh của (1) bằng cách gọi X(p) là ảnh của x(t), 
F(p) là ảnh của f(t).  Theo công thức đạo hàm gốc ta có: 

x’(t) = pX(p) - xo
x”(t) = p2X(p) - pxo - x1

… 
x(n)(t) = pnX(p) - pn-1xo - ⋅⋅⋅ - xn-1

Lấy ảnh hai vế của (1) ta có phương trình đối với ảnh X(p): 
(aopn + a1pn-1 + ⋅⋅⋅ + an)X(p) = F(p) + xo(aopn-1 + a1pn-2 + ⋅⋅⋅ + an-1)  

                                                                + x1(aopn-1 + a1pn-2 + ⋅⋅⋅ + an-1) +⋅⋅⋅ + xn-1ao 
hay: 
 A(p).X(p) = F(p) + B(p)        (3) 
Trong đó A(p) và B(p) là các đa thức đã biết. Giải (3) ta có: 

)p(A
)p(B)p(F)p(X +

=         (4) 

b Sau đó tìm gốc của X(p) ta được nghiệm của phương trình  
Ví dụ 1: Tìm nghiệm của phương trình x” - 2x’ + 2x = 2etcost 
thoả mãn điều kiện đầu x(0) = x’(0) = 0 
Đặt x(t) ↔ X(p) thì x’(t) ↔ pX(p) và x”(t) ↔ p2X(p).  

Mặt khác 
2p2p

)1p(2
1)1p(

)1p(2tcose2 22
t

+−
−

=
+−

−
↔ . Thay vào phương trình ta có: 

 
119



MATHEDUCARE.COM

2p2p
)1p(2X2pX2Xp 2

2

+−
−

=+−  

hay 

2p2p
)1p(2X)2p2p( 2

2

+−
−

=+−  

Giải ra ta được: 

 22 )2p2p(
)1p(2X
+−

−
=  

Dùng phép biến đổi ngược ta có: 
 x(t) = tetsint 
Ví dụ 2: Tìm nghiệm của phương trình x” - x = 4sint + 5cos3t thoả mãn các điều kiện 
ban đầu x(0) = -1, x’(0) = -2 

 Đặt x(t) ↔ X(p) thì x”(t) ↔ p2X + p + 2. Mặt khác 
4p

p5t2cos5 2 +
↔  và 

1p
4tsin4 2 +

↔ . Thay vào phương trình trên ta được: 

4p
p5

1p
4X2pXp 22

2

+
+

+
=−++  

nên: 

 

4p
p

1p
2

1p
2p

4p
p

1p
p

1p
2

1p
2

1p
2p

)1p)(4p(
p5

)1p)(1p(
4X

22

22222

22222

+
−

+
−=

−
+

−
+

−
−

+
+

−
−

=

−
+

−
−+

+
−+

=

 

Dùng phép biến đổi ngược ta được: 
 x(t) = -2sint - cos2t 
Ví dụ 3: Tìm nghiệm của phương trình x” + 4x’ + 4x = t3e-2t thoả mãn các điều kiện 
ban đầu x(0) = 1, x’(0) = 2. 

Đặt x(t) ↔ X(p) thì x’(t) ↔ pX - 1, x”(t) ↔ p2X - p - 2. Mặt khác 

44
t23

)2p(
6

)2p(
!3et

+
=

+
↔− . Thay vào phương trình trên ta được: 

4
2

)2p(
6X44pX42pXp
+

=+−+−−  

Như vậy: 

 
2p

1
)2p(

4
)2p(

6
)2p(

6p
)2p(

6X 2626 +
+

+
+

+
=

+
+

+
+

=  
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Vậy x(t) = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=++= −−−−

20
tt41eet

20
1te4e)t(x

5
t2t25t2t2  

Ví dụ 4: Tìm nghiệm của phương trình x(4) + 2x” + x = sint thoả mãn các điều kiện 
ban đầu x(0) =  x’(0) = x”(0) = x(3)(0) = 0. 

Đặt x(t) ↔ X(p) thì:  x”(t) ↔ p2X, x(4)(t) ↔ p4X. Mặt khác 
1p

1tsin 2 +
↔ . 

Thay vào phương trình trên ta được:

1p
1X)1p2p( 2

24

+
=++  

3332242 )jp()jp(
1

)1p(
1

)1p2p)(1p(
1X

+−
=

+
=

+++
=  

Hàm X(p)ept có hai điểm cực cấp 3 là j và -j. Ta tính thặng dư tại các cực điểm đó: 

Res[X(p)ept, j] = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

+
+

−
+

=
″

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+ →→ 3

pt2

4

pt

5

pt

jp3

pt

jp )jp(
et

)jp(
te6

)jp(
e12lim

2
1

)jp(
elim

2
1  

                     [ ])3t(jt3
16
e 2

jt

−+−=  

Res[X(p)ept, -j] = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+
−

−
−

=
″

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− −→−→ 3

pt2

4

pt

5

pt

jp3

pt

jp )jp(
et

)jp(
te6

)jp(
e12lim

2
1

)jp(
elim

2
1  

                     [ ])3t(jt3
16
e 2

jt

−−−=
−

 

Theo công thức tìm gốc của phân thức hữu tỉ ta có: 
x(t) = Res[X(p)ept, j] + Res[X(p)ept, -j]  

            

[ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ] tsin
8

t3tcost
8
3)3t(jt3

16
eRe2

)3t(jt3
16
e)3t(jt3

16
e

)3t(jt3
16
e)3t(jt3

16
e

2
2

jt

2
jt

2
jt

2
jt

2
jt

−
+−=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−+−=

−+−+−+−=

−−−+−+−=
−

 

Ví dụ 5: Tìm nghiệm của phương trình x” + x = et thoả mãn các điều kiện ban đầu 
x(1) =  x’(1) = 1. 
 Các điều kiện ban đầu ở đây không phải cho tại t = 0 mà tại t = 1. Vì vậy ta 
phải biến đổi để quy về trường hợp trên. Ta đặt t = τ + 1, x(t) = x(τ + 1) = y(τ), Vậy 
x’(t) = y’(τ), x”(t) = y”(τ). Bài toán được đưa về tìm nghiệm của phương trình:  

y”(τ) + y(τ) = eτ+1  
thoả mãn y(0) = 1 và y’(0) = 0  
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 Gọi Y(p) là ảnh của y(τ). Vậy y”(τ) ↔ p2Y(p) - p. Mặt khác 
1p

ee.ee 1

−
↔= τ+τ  

Vậy phương trình ảnh là: 

 
1p

eYpYp2

−
=+−  

Giải phương trình này ta được: 

)1p(2
e

1p
p

2
e1

)1p(2
e

1p
p

)1p(2
)1p(e

)1p(2
e

1p
p

)1p)(1p(
eY

22

2222

+
−

+
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

−
=

+
+

+
+

−
−

=
+

+
+−

=

 

Từ đó ta được: 

 τ−τ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+=τ τ sin

2
ecos

2
e1e

2
e)(y  

Trở về biến t ta có: 

 )1tsin(
2
e)1tcos(

2
e1

2
e)y(x

t

−−−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+=  

Ví dụ 6: Tìm nghiệm của phương trình: 

    
⎩
⎨
⎧

>
<<

=+′
2t0

2t01
xx

thoả mãn điều kiện ban đầu x(0) = 0. 
 Đặt x(t) ↔ X(p) nên x’(t) ↔ pX(p). Vế phải của phương trình có thể viết được 
là f(t) = η(t) - η(t - 2). Vậy: 

 ( )p2e1
p
1)t(f −−↔   

và phương trình ảnh có dạng: 

 pX + X = ( )p2e1
p
1 −−  

Giải ra ta được: 

)1p(p
e

)1p(p
1

)1p(p
e1X

p2p2

+
−

+
=

+
−

=
−−

 

Do  te1
1p

1
p
1

)1p(p
1 −−↔

+
−=

+
 

nên theo tính chất trễ ta có: 

[ ])2t(p2 e1)2t(
)1p(p

1e −−− −−η↔
+

 

Vậy:  [ ] ( )⎩
⎨
⎧

>−

<<−
=−−η−−=

−

−
−−−

2t1ee
2t0e1

e1)2t(e1)t(x
2t

t
)2t(t
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Ví dụ 7: Tìm nghiệm của phương trình: 

  
⎩
⎨
⎧

π>
π<<

=ω+′′
t0

t0tsin
xx 2   

thoả mãn các điều kiện ban đầu x(0) = x’(0) = 0. 
Đặt x(t) ↔ X(p), nên x”(t) ↔ p2X(p) 
Trước đây ta đã tìm được ảnh của hàm trong vế phải là: 

( )π−+
+

p
2 e1

1p
1  

Vậy phương trình ảnh tương ứng là: 

 ( )π−+
+

=ω+ p
2

22 e1
1p

1XXp  

hay: 
)p)(1p(

e1X 222

p

ω++
+

=
π−

 

Ta xét hai trường hơp: 
 ∗ nếu ω2 ≠ 1 thì: 

)1(
tsintsin

)p)(1p(
1

2222 ω−ω
ω−ω

↔
ω++

 

Theo tính chất trễ 

)1(
)tsin()t(sin)t(

)p)(1p(
e

2222

p

ω−ω
π−ω−π−ω

π−η↔
ω++

π−

 

Vây: 

 x(t) = 
)1(

tsintsin
2ω−ω

ω−ω +
)1(

)tsin()t(sin)t( 2ω−ω
π−ω−π−ω

π−η  

hay: 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

π>
ω−ω

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π
−ω

ωπ

=
ω−ω

π−ω−π−ω

π<<
ω−ω
ω−ω

=

t
)1(

2
tsin

2
cos2

)1(
)tsin()t(sin

t0
)1(

tsintsin

)t(x

22

2

 

 * nếu ω2 = 1 thì: 

22

p

)1p(
e1X
+

+
=

π−

 

Ta đã biết 
2

tcosttsin
)1p(

1
22 −↔

+
 

Theo tính chất trễ ta có: 

[ ])tcos()t()tsin(
2

)t(
)1p(

e
22

p

π−π−−π−
π−η

↔
+

π−
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hay: [ ]tsintcos)t(
2

)t(
)1p(

e
22

p

−π−
π−η

↔
+

π−

 

Vậy: 

 x(t) = [ ]tsintcos)t()t(
2
1)tcostt(sin

2
1

−π−π−η+−  

hay: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

π>
π

−

π<<−
=

t
2

tcos

t0)tcostt(sin
2
1

)t(x  

Ví dụ 8: Giải hệ phương trình: 

  
⎩
⎨
⎧

=−+′

=−+′
t

t

e3yx3y
eyxx

thoả mãn điều kiện đầu x(0) = 1, y(0) = 1 
Đặt x(t) ↔ X(p), y(t) ↔ Y(p) nên x’(t) = pX - 1, y’(t) = pY - 1. Thay vào ta có hệ 
phương trình ảnh: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−
=−+−

−
=−+−

1p
2Y2X31pY

1p
1YX1pX

 

hay: 

 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+
−

=−+

+
−

=−+

1
1p

2Y)2p(X3

1
1p

1YX)1p(
 

Giải hệ này ta được: 

 
1p

1Y;
1p

1X
−

=
−

=  

Vậy: x(t) = et và y(t) = et

Ví dụ 9: Giải hệ phương trình: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−′′++
=+−′′+
=++−′′

0zzyx
0zyyx
0zyxx

 

Thoả mãn các điều kiện đầu x(0) = 1, y(0) = z(0) = x’(0) = y’(0) = z’(0) = 0. 
Đặt  x(t) ↔ X(p) ⇒ x” ↔ p2X - p 

y(t) ↔ Y(p) ⇒ y” ↔ p2Y  
z(t) ↔ Z(p) ⇒ z” ↔ p2Z 
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Do đó hệ phương trình đối với các ảnh là: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−++

=+−+

=++−

0Z)1p(YX
0ZY)1p(X
pZYX)1p(

2

2

2

 

Giải hệ này ta có: 
 

)2p)(1p(
pZY

)2p)(1p(
pX

22

22

3

−+
−==

−+
=

 

Như vậy: 

 
( )

( ) tcos
3
1t2ch

3
1)t(z)t(y

tcos
3
1t2ch

3
2)t(x

+−==

+=
 

 
2. Dùng công thức Duhamel: Nếu biết nghiệm x1(t) của phương trình: 
         (5) 1xaxaxa 12111o =+′+′′
thoả mãn các điều kiện ban đầu thuần nhất x(0) = x’(0) = 0 thì công thức mà ta thiết 
lập dưới đây dựa vào công thức Duhamel sẽ cho ta nghiệm x(t) của phương trình: 
  aox” + a1x’ + a2x = f(t)        (6) 
thoả mãn các điều kiện ban đầu thuần nhất x(0) = x’(0) = 0. 
Ta có công thức: 

ττ′τ−=ττ−′τ=′= ∫∫
ττ

d)(x)t(fd)t(x)(ff*x)t(x 1
0

1
0

1   

Chứng minh: Đặt x1(t) ↔ X1(p), x(t) ↔ X(p), f(t) ↔ F(p). Hàm X1(p) thoả mãn 
phương trình ảnh của (5) là: 

 
p
1)p(X)apapa( 121

2
o =++        (7) 

Hàm X(p) thoả mãn phương trình ảnh của (6) là: 
        (8) )p(F)p(X)apapa( 21

2
o =++

Từ (7) và (8) suy ra: 

)p(F).p(pX)p(Xhay
)p(F
)p(X)p(pX 11 ==  

Theo công thức tích phân Duhamel ta có: 
X(p) ↔ x1(t).f(0) +  f*x1′

Vì x1(0) = 0 nên X(p) ↔  f*x1′
nghĩa là: 
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ττ′τ−=ττ−′τ=′= ∫∫
τ

d)(x)t(fd)t(x)(ff*x)t(x 1

t

0
1

0
1      (9) 

Ta cũng có thể dùng công thức Duhamel thứ 2: 

       (10) ∫
τ

ττ−τ==
0

11 d)t(f)(x)0(f)t(x)t(x

Ví dụ 1: Tìm nghiệm của phương trình: 
 x” + x’ =  

2te−

thoả mãn điều kiện đầu x(0) = x’(0) = 0. 
 Ta thấy nghiệm của phương trình x” + x’ = 1 với điều kiện đầu x(0) = x’(0) = 0 
là x1(t) = 1 - cost. Vậy theo (9) thì nghiệm của phương trình ban đầu là: 

∫ ττ= τ−−
t

0

2)t( dsine)t(x  

Ví dụ 2: Tìm nghiệm của phương trình  x” + x = 5t2 với điều kiện đầu là x(0) = x’(0) 
= 0 
Trong ví dụ trên ta có x1(t) = 1 - cost. Vậy: 

   )tcos22t(5d)tsin(t5)t(x 2
t

0

2 +−=ττ−= ∫
 

§20. BẢNG ĐỐI CHIẾU ẢNH - GỐC 
 

Tt f(t) F(p) Tt f(t) F(p) 

1 1 p
1  21 teatcosmt 222

22

]m)ap[(
m)ap(

+−
−−  

2 t 2p
1  22 teatshmt 222 ]m)ap[(

)ap(m2
−−
−  

3 tn
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!n
+  23 teatchmt 222

22

]m)ap[(
m)ap(
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+−  

4 eat
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1
−

 24 1-cosmt 
)mp(p

m
22

2

+
 

5 eat - 1 )ap(p
a
−

 25 f(t)sinmt )]jmp(F)jmp(F[
2
1

+−−  

6 teat
2)ap(

1
−

 26 f(t)cosmt )]jmp(F)jmp(F[
2
1

++−  

7 tneat
1n)ap(

!n
+−

 27 f(t)shmt )]mp(F)mp(F[
2
1

+−−  

8 sinmt 22 mp
m
+

 28 f(t)chmt )]mp(F)mp(F[
2
1

++−  
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9 cosmt 22 mp
p
+

 29 
ba
ee btat

−
−  )bp)(ap(

1
−−

 

10 shmt 22 mp
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−

 30 
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t
a
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−
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 32 2
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a
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+
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16 tsinmt 222 )mp(
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−
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CHƯƠNG 7: PHƯƠNG TRÌNH VẬT LÝ - TOÁN 

 
§1. PHÂN LOẠI CÁC PHƯƠNG TRÌNH ĐẠO HÀM RIÊNG TUYẾN TÍNH 

CẤP 2 VỚI CÁC BIẾN ĐỘC LẬP 
1. Phân loại các phương trình: Khi khảo sát các bài toán vật lí, ta nhận được phương 
trình đạo hàm riêng cấp 2 dạng: 

)x(du)x(c
x
u)x(b

yx
u)x(a

n

1i i
i

n

1j,i ji

2

j,i =+
∂
∂

+
∂∂

∂ ∑∑
==

    (1) 

Trong đó aij(x), bi(x), c(x) và d(x) là các hàm nhiều biến đã cho của x = (x1, x2,...xn) 
còn u(x) là các hàm cần xác định. 
 Trong thực tế ta thường gặp các phương trình đạo hàm riêng tuyến tính cấp 2 
với hai biến độc lập dạng: 

hgu
y
ue

x
ud

y
uc

yx
ub2

x
ua 2

22

2

2

=+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂     (2) 

Trong đó a, b, c, d, g, h là các hàm hai biến của x và y. 
Trong giáo trình này ta chỉ xét các phương trình dạng (2). Để đơn giản ta viết lại (2): 

0
y
u,

x
u,u,y,x

y
uc

yx
ub2

x
ua 2

22

2

2

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂
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∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂     (3) 

Các phương trình này có thể phân thành các loại sau: 
Phương trình hyperbolic: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

Φ=
∂∂

∂
y
u,

x
u,u,y,x

yx
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1
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Phương trình eliptic: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

Φ=
∂
∂

+
∂
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x
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Phương trình parabolic: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

Φ=
∂
∂

y
u,

x
u,u,y,x

x
u

32

2

 

 
2. Các bài toán cơ bản của phương trình vật lí - toán:  
 a. Bài toán Cauchy và bài toán hỗn hợp của phương trình truyền sóng: Một 
phương trình truyền sóng là một phương trình dạng hyperbolic. Phương trình truyền 
sóng dạng chính tắc là: 

( )t,z,y,xf
z
u

y
u

x
ua

t
)t,z,y,x(u
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∂
∂

=
∂

∂  

Giả sử ta cần xác định hàm u(x, y, z, t) trong miền V và t ≥ 0. V được giới hạn bằng 
mặt biên kín và trơn S với các điều kiện đầu: 

)z,y,x(u)t,z,y,x(u o0t
=

=
 

)z,y,x(u
t
u

o
0t

∗

=

=
∂
∂  
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 )z,y,x(u)t,z,y,x(u 1S)z,y,x(

=
∈

 
Bài toán giải phương trình trên với các điều kiện đầu và điều kiện biên được gọi là bài 
toán hỗn hợp của phương trình truyền sóng. Nếu ta xét bài toán trong miền cách xa 
các biên mà ở đó điều kiện biên không có tác dụng thì ta gặp bài toán Cauchy với điều 
kiện đầu và xét trong toàn bộ không gian.  
 b. Bài toán Cauchy và bài toán hỗn hợp của phương trình truyền nhiệt: Cho 
phương trình truyền nhiệt dưới dạng chính tắc: 

( )t,z,y,xf
z
u

y
u

x
ua

t
)t,z,y,x(u
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∂  

Khi đó bài toán hỗn hợp của phương trình truyền nhiệt là bài toán tìm nghiệm của 
phương trình với điều kiện đầu và điều kiện biên: 
 )z,y,x(u)t,z,y,x(u o0t

=
=

 
)z,y,x(u)t,z,y,x(u 1S)z,y,x(

=
∈

 
Bài toán Cauchy của phương trình truyền nhiệt là bài toán tìm nghiệm của phương 
trình truyền nhiệt trong toàn bộ không gian. 
 

§2. PHƯƠNG TRÌNH LOẠI HYPERBOLIC 
 PHƯƠNG TRÌNH TRUYỀN NHIỆT 

1. Bài toán Cauchy - Phương trình sóng của dây vô hạn và nửa vô hạn: Bài toán 
Cauchy của phương trình hyperbolic trong trường hợp một biến được xác định như 
sau: 

2

2
2

2

2

x
ua

t
)t,x(u

∂
∂

=
∂

∂   -∞ ≤ x ≤ ∞, t ≥ 0     (1) 

với các điều kiện  

)x(u)t,x(u o0t
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=
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t
u

1
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=
∂
∂

=

      (2) 

Đây là bài toán dao động tự do của dây dài vô hạn. 
 Để giải phương trình  (1) ta biến đổi nó bằng cách dùng các biến: 

 
atxη
atxξ

−=
+=

          (3) 

nghĩa là: 
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ηξx +
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Ta có: 
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Thay vào (2.1) ta có: 

 0
ξ
u~

η
hay0

ηξ
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⎛
∂
∂

∂
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Suy ra: =
∂
∂
ξ
u~

ϕ1(ξ) với ϕ1(ξ) là hàm tuỳ ý 

Như vậy: 
 ∫ += )η(ψξd)ξ(φ)η,ξ(u~ 1  
với ψ(η) là hàm tuỳ ý. 
Từ đó ta có: 
 )η,ξ(u~  = ϕ(ξ) + ψ(η) 
hay: u(x, t) =  ϕ(x + at) + ψ(x - at)       (3) 
Trong đó ϕ và ψ là các hàm tuỳ ý, liên tục và khả vi 2 lần. Nghiệm của (3) được gọi 
là nghiệm tổng của (1). Từ (3) nếu tính đến điều kiện (2) ta sẽ có: 

ϕ(x) + ψ(x) = uo(x)        (4) 
aϕ(x) - aψ(x) = u1(x)        (5) 

Lấy tích phân hai vế của (5) ta có: 

[ ] [ ] ∫=−−−
x

0
1 θd)θ(u)0(ψ)x(ψa)0(φ)x(φa  

Vậy nên: 

 Cθd)θ(u
a
1)x(ψ)x(φ

x

0
1 +=− ∫        (6) 

với C = ϕ(0) - ψ(0) 
Từ (4) và (6) rút ra: 
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Đặt các hệ thức trên vào (3) ta được nghiệm: 

[ ] ∫
+

−

+−++=
atx

atx
1oo θd)θ(u

a2
1)atx(u)atx(u

2
1)t,x(u  

Đây là công thức D’Alembert. 
Ví dụ 1: Giải phương trình: 
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với các điều kiện:  
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Áp dụng công thức D’Alembert ta có: 
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Ví dụ 2: Giải phương trình: 
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với các điều kiện: 
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Áp dụng công thức D’Alembert ta có: 
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vì nếu đặt arctg(x + at) - arctg(x - at) = α ta có: 
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Ví dụ 3: Giải phương trình: 
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với các điều kiện: 

 

0)t,x(u

)x(uxsin
t
u

)x(ux)t,x(u

0x

1
2

0t

o
2

0t

=

==
∂
∂

==

=

=

=

 

Trước hết để tìm nghiệm của bài toán ta kéo dài lẻ hàm uo(x) = x2 và u1(x) = sin2x sẽ 
được các hàm: 

⎩
⎨
⎧

<−

≥
=∗

0xx
0xx

u
2

2

o  

⎩
⎨
⎧

<−

≥
=∗

0xxsin
0xxsin

u
2

2

1  

Áp dụng công thức D’Alembert cho các hàm này ta có: 
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Ví dụ 4: Giải phương trình điện báo: 
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Trong các trường hợp: 
 - Dây không tổn hao R = G = 0 
 - Dây không méo RC = LG 

 Trường hợp dây không tổn hao: Khi đó các phương trình trên có dạng: 
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Trong đó 
LC
1a =  

Giả sử các điều kiện ban đầu đã biết là: 
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o0t   -∞ < x < ∞, y > 0 

Với R = G = 0 ta có điều kiện đối với phương trình điện báo: 

)x(i
C
1

t
u

o
0t

−=
∂
∂

=

 

)x(u
C
1

t
i

o
0t

−=
∂
∂

=

 

Từ đó áp dụng các công thức D’Alembert ta được: 

[ ] ∫
+

−

θθ−−++=
atx

atx
ooo d)(i

aC2
1)atx(u)atx(u

2
1)t,x(u  
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[ ] ∫

+

−

θθ−−++=
atx

atx
ooo d)(u

aC2
1)atx(i)atx(i

2
1)t,x(i  

Nếu tính đến 
LC
1a =  ta suy ra nghiệm: 

[ ]

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +−−
+−++=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +−−
+−++=

2
)atx(u)atx(u

C
L)atx(i)atx(i

2
1)t,x(i

2
)atx(i)atx(i

C
L)atx(u)atx(u

2
1)t,x(u

oo
oo

oo
oo

 

 
 Trường hợp dây không méo: khi đó RC = LC và ta tìm nghiệm dưới dạng: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

−

−

)t,x(i~t
L
R

)t,x(u~t
L
R

e)t,x(i

e)t,x(u
 

Lấy đạo hàm hệ thức trên hai lần theo x và theo t rồi thay vào phương trình ta có: 

2

2
2

2

2

2

2
2

2

2

x
i~a

t
i~;

x
u~a

ξ
u~

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂  

Các điều kiện đầu: 

 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==

==

==

==

)x(i)t,x(i~)t,x(i

)x(u)t,x(u~)t,x(u

o0t0t

o0t0t
 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−=
∂
∂

−=
∂
∂

=

=

)x(u
L
1

t
i~

)x(i
C
1

t
u~

o

0t

o
0t

 

Từ đó, theo công thức D’Alembert ta có nghiệm: 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +−−
+

−++
=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +−−
+

−++
=

−

−

2
)atx(u)atx(u

C
L

2
)atx(i)atx(ie)t,x(i

2
)atx(i)atx(i

C
L

2
)atx(u)atx(ue)t,x(u

oooo
t

L
R

oooo
t

L
R

 

 
2. Bài toán hỗn hợp - Phương trình sóng của dây hữu hạn: 
 a. Khái niệm chung: Bài toán hỗn hợp của phương trình loại hyperbolic trong 
trường hợp một chiều là bài toán giải phương trình: 

)t,x(f
x
ua

t
u

2

2
2

2

2

+
∂
∂

=
∂
∂   0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ t ≤ T 

với các điều kiện : )x(u
t
u);x(u)t,x(u 1

0t
o0t

=
∂
∂

=
=

=
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)t()t,x(u);t()t,x(u 2lx10x

φ=φ=
==

 
Ta phân bài toán hỗn hợp này thành các bài toán nhỏ sau: 
 b. Bài toán 1: Giải phương trình: 

 2

2
2

2

2

x
ua

t
u

∂
∂

=
∂
∂   0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ t ≤ T 

với các điều kiện: 

 
0)t,x(u;0)t,x(u

)x(u
t
u);x(u)t,x(u

lx0x

1
0t

o0t

==

=
∂
∂

=

==

=
=  

Bài toán này mô tả quá trình truyền sóng của dây hữu hạn với hai đầu dây cố định. 
Biết dạng ban đầu của dây là uo(x) và vận tốc ban đầu của các thành phần dây là u1(x). 
Ta giải bài toán này bằng phương pháp tách biến, nghĩa là tìm nghiệm của phương 
trình dưới dạng tích hai hàm số, một hàm chỉ phụ thuộc vào toạ độ x và hàm kia chỉ 
phụ thuộc t. Như vậy nghiệm u(x,t) có dạng: 
 u(x,t) = X(x).T(t) 
Sau khi lấy đạo hàm và thay vào phương trình ta có: 

 
)x(X
)x(X

)t(T
)t(T

a
1

2

′′
=

′′
 

Do vế phải chỉ phụ thuộc t và vế trái chỉ phụ thuộc x nên chúng phải cùng bằng một 
hằng số mà ta kí hiệu là -λ. Khi đó ta nhận được hệ phương trình: 

  
⎩
⎨
⎧

=+′′

=+′′

0)t(Tλa)t(T
0)x(Xλ)x(X

2

Nghiệm của bài toán phải thoả mãn điều kiện đã cho nên: 
X(0) = 0; X(l) = 0 

Khi giải phương trình vi phân tuyến tính cấp 2 hệ số hằng ta có nhận xét về giá trị của 
λ như sau: 
 * Nếu λ = 0 thì nghiệm tổng quát của phương trình có dạng: 
 X(x) = C1(x) + C2

Với điều kiện đầu ta suy ra C1 = 0 và C2 = 0. Khi này X(x) ≡ 0 không được coi là 
nghiệm của bài toán. 
 * Nếu λ < 0 thì nghiệm tổng quát có dạng: 

xλ
2

xλ
1 eCeC)x(X −−− +=  

và với các điều biên ta có: 

⎩
⎨
⎧

=+=

=+=
−−− 0eCeC)l(X

0CC)0(X
lλ

2
lλ

1

21  

Từ hệ trên ta suy ra C1 = 0 và C2 = 0. Khi này X(x) ≡ 0 không được coi là nghiệm của 
bài toán. 
 Nếu λ > 0 thì nghiệm tổng quát có dạng: 

xλsinCxλcosC)x(X 21 +=  
và với các điều biên ta có: 
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⎩
⎨
⎧

==
==

0lλsinC)l(X
0C)0(X

2

1  

Để nghiệm không tầm thường thì từ phương trình trên ta thấy C2 ≠ 0, suy ra 
0lλsin = . Như vậy: 

 Zk
l
πkλhay

2
πlλ 2

22

∈∀==  

nên: 

 x
l
πksinC)x(X 2=  

Với giá trị λ vừa tìm được giải phương trình ta có: 

at
l
πksinBat

l
πkcosAT kkk +=  

Do đó: 

 x
l
πksinat

l
πksinbat

l
πkcosa)t,x(u kkk ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=  

Nghiệm tổng quát có dạng: 

 ∑∑
∞

=

∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +==

1k
kk

1k
k x

l
πksinat

l
πksinbat

l
πkcosa)t,x(u)t,x(u  

Vấn đề còn lại là xác định các hệ số ak và bk để thoả mãn các điều kiện đầu và điều 
kiện biên, nghĩa là phải có: 

)x(u
t
u);x(u)t,x(u 1

0t
o0t

=
∂
∂

=
=

=
 

Ta giả sử các hàm uo(x) và u1(x) là các hàm có thể khai triển thành chuỗi Fourier theo 

x
l
πksin  trên đoạn [0, l]. Khi đó ta có: 

)x(ux
l
πksina)t,x(u o

1k
k0t

== ∑
∞

=
=

 

Do đó: 

 ∫=
l

0
ok xdx

l
πksin)x(u

l
2a  

và: )x(ux
l
πksinb

l
aπk

t
u

1
1k

k
0t

==
∂
∂ ∑

∞

==

 

nên: ∫=
l

0
1k xdx

l
πksin)x(u

aπk
2b  

Ví dụ : Tìm dao động gắn chặt tại hai mút x = 0 và x = l nếu vị trí ban đầu của dây 
trùng với trục Ox và vận tốc ban đầu của các thành phần dây được cho bởi hàm số: 
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(0 ≤ x < l, t > 0), h là hằng số sao cho x thoả mãn 

h2
π

3
lx ≤−   chứa  trong khoảng 

(0, l). 
Như vậy ta cần giải phương trình: 

2

2
2

2

2

x
ua

t
u

∂
∂

=
∂
∂  

với điều kiện đầu đã cho và điều kiện biên: 
0)t,x(u)t,x(u;0)t,x(u

lxlx0t
==≡

===
 

Như vậy, vì uo(x) ≡ 0 nên: 
 ak ≡ 0 

 
2

hπksin
aπk
lv4xdx

l
πksinv

aπk
2xdx

l
πksin)x(u

aπk
2b

2

22
o

l

0
o

l

0
1k === ∫∫  

và: 
l
xπksin

l
atπksin

k
2

hπksin
3
πksin

aπ
lv4)t,x(u

1k
2

2

2
o ∑

∞

=
=  

 
 c. Bài toán 2: Giải phương trình  

)t,x(f
x
ua

t
u

2

2
2

2

2

+
∂
∂

=
∂
∂   0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ t ≤ T 

với các điều kiện: 

 
0)t,x(u;0)t,x(u

)x(u
t
u);x(u)t,x(u

lx0x

1
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o0t

==

=
∂
∂

=

==

=
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Bài toán này mô tả quá tình truyền sóng của dây hữu hạn có tác động của lực cưỡng 
bức bên ngoài với hai đầu dây cố định. Dạng ban đầu của dây là uo(x) và vận tốc ban 
đầu của dây cho bởi u1(x). Ta cũng giải bài toán bằng phương pháp phân ly biến số 
Fourier. Ta tìm nghiệm dưới dạng: 

∑
∞

=
=

1k
k l

xπksin)t(T)t,x(u         (1) 

Ta giả sử các hàm uo(x) và u1(x) khai triển được dưới dạng chuỗi Fourier theo sin 
trong khoảng [0, l], khi đó ta có: 

∑
∞

=
=

1k
ko l

xπksin)0(T)x(u  

hay: ∫=
l

0
ok xdx

l
πksin)x(u

l
2)0(T   

 ∑
∞

=

′=
1k

k1 l
xπksin)0(T)x(u  

hay: ∫=′
l

0
ok xdx

l
πksin)x(u

l
2)0(T  

Mặt khác lấy đạo hàm hai lần u(x, t) trong (1) theo x và t ta có: 
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⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

∂
∂

′′=
∂
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∑

∑
∞

=

∞

=

1k

2

k2

2

1k
k2

2

l
xπksin

l
πk)t(T

x
u

l
xπksin)t(T

t
u

 

Khai triển hàm f(x, t) theo sin: 

∑
∞

=
=

1k
k l

xπksinC)t,x(f  

Trong đó: 

 ∫=
l

0
k xdx

l
πksin)t,x(f

l
2C  

Đặt các điều kiện trên vào phương trình của u(x, t) ta có: 

 0
l
xπksin)t(C)t(T

l
πak)t(T

1k
kk

2

k =
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
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⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+′′∑

∞

=
 

Từ đó suy ra Tk(t) trong (1) là nghiệm của phương trình tuyến tính cấp 2 hệ số hằng: 

)t(C)t(T
l
πak)t(T kk

2

k =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+′′  

thoả mãn các điều kiện đầu và điều kiện biên 
Ví dụ 1: Giải phương trình 

1
x
u

t
u

2

2

2

2

+
∂
∂

=
∂
∂   0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t  

với các điều kiện: 
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Ta tìm nghiệm dưới dạng (1). Trong ví dụ này f(x, t) ≡ 1. Như vậy: 

( )πkcos1
πk
2xdxπksin2xdx

l
πksin)t,x(f

l
2C

1

0

l

0
k −=== ∫∫  

hay: 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

−=
=

n2kkhi0

1n2kkhi
πk
4

Ck  

Mặt khác u1(x) ≡ 1, uo(x) ≡ 0 nên ta suy ra: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

−=
=== ∫∫

n2kkhi0

1n2kkhi
πk
4

xdxπksin2xdxπksin)x(u2T
l

0

l

0
1k  

Vậy với k chẵn ta phải giải phương trình vi phân thường: 
0)t(T)πn2()t(T n2

2
n2 =+′′  

với điều kiện:  T2n(0) = 0; 0)0(T n2 =′  
Như vậy T2n(t) ≡ 0 
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Với k lẻ ta phải giải phương trình vi phân tương ứng là: 

[ ]
π)1n2(

4)t(Tπ)1n2()t(T 1n2
2

1n2 −
=−+′′ −−  

với điều kiện: T2n-1(0) = 0; 
π)1n2(

4)0(T 1n2 −
=′ −  

Nghiệm tổng quát của phương trình này là: 

33211n2 π)1n2(
4tπ)1n2sin(Ctπ)1n2cos(C)t(T
−

+−+−=−  

Khi t = 0 ta có: 

 331 π)1n2(
4C
−

−=  

Mặt khác ta có: 
 tπ)1n2cos(π)1n2(Ctπ)1n2sin(π)1n2(C)t(T 211n2 −−+−−−=′ −  
Theo điều kiện đầu: 

 33211n2 π)1n2(
4tπ)1n2cos(π)1n2(Ctπ)1n2sin(π)1n2(C)t(T
−

=−−+−−−=′ −  

nên: 222 π)1n2(
4C
−

=  

Thay C1 và C2 vào biểu thức của T2n-1(t) ta có: 

[ ]1tπ)1n2cos(tπ)1n2sin(π)1n2(
π)1n2(

4)t(T 331n2 +−−−−
−

=−  

và: 

[ ]∑
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−
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−
=

1n
33 l

xπ)1n2(sin1tπ)1n2cos(tπ)1n2sin(π)1n2(
π)1n2(

4)t,x(u  

 
Ví dụ 2: Giải phương trình 

)1x(x
x
u

t
u

2

2

2

2

−+
∂
∂

=
∂
∂   0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t  

với các điều kiện: 
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Trong ví dụ này ta có f(x, t) = x(x - 1). Vậy: 
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0
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nên: [ ]
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n2kkhi0

1n2kkhi
π)1n2(

8
1)1(

πk
4C 33k

2k  

Ta tìm nghiệm của bài toán dưới dạng (1) nên bây giờ phải tìm Tk(t) 
 Với k = 2n (chẵn), ta tìm T2n(t) từ phương trình : 

0)t(T)πn2()t(T n2
2

n2 =+′′  
với điều kiện:  T2n(0) = 0; 0)0(T n2 =′  
Như vậy T2n(t) ≡ 0 
Với k = 2n -1 (lẻ) ta phải giải phương trình vi phân tương ứng là: 

[ ] 0
π)1n2(

8)t(Tπ)1n2()t(T 331n2
2

1n2 =
−

+−+′′ −−  

với điều kiện: T2n-1(0) = 0; 0)0(T 1n2 =′ −  
Nghiệm tổng quát của phương trình này là: 

55211n2 π)1n2(
8tπ)1n2sin(Ctπ)1n2cos(C)t(T
−

−−+−=−  

Khi t = 0 thì từ các điều kiện đầu ta rút ra: 

551 π)1n2(
8C
−

=   C2 = 0 

[ ]1tπ)1n2cos(
π)1n2(

8)t(T 551n2 −−
−

=−  

[ ]∑
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=
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1n
55 xπ)1n2sin(1tπ)1n2cos(
π)1n2(

8)t,x(u  

 
 d. Bài toán hỗn hợp: Sau khi đã giải 2 bài toán trên ta trở về giải phương trình: 
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∂
∂

=
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∂   0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ t ≤ T    (1) 

với các điều kiện : 
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Ta giải bài toán bằng cách đưa vào hàm phụ: 

 [ ])t(φ)t(φ
l
x)t(φ)t,x(ρ 121 −+=  

Khi đó ta tìm nghiệm của bài toán hỗn hợp dưới dạng: 
 )t,x(ρ)t,x(u~)t,x(u +=         (2) 
Trong đó hàm )t,x(u~  ta phải xác định. Trước hết ta có nhận xét: 

)t(φ)t,x(ρ 10x
=

=
     )t(φ)t,x(ρ 2lx

=
=

 
Vậy kết hợp với điều kiện đã cho ta có: 

0)t,x(u~)t,x(u~
lx0x
==

==
        (3) 
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Khi t = 0 ta sẽ có: 
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[ ]
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

′=′−′−′−=
∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

=−−−=−=

===

==

)x(u~)0(φ)0(φ
l
x)0(φ)x(u

t
ρ

t
u

t
u~

)x(u~)0(φ)0(φ
l
x)0(φ)x(u)t,x(ρ)t,x(u)t,x(u~

o1211
0t0t0t

o121o0t0t

 (4) 

Đạo hàm 2 lần (2) theo x và t rồi thay vào  (1) và rút gọn ta có: 

)t,x(f
x
u~a

t
u~

12

2
2

2

2

+
∂
∂

=
∂
∂         (5) 

Trong đó: 

 [ ])t(φ)t(φ
l
x)t(φ)t,x(f)t,x(f 1211 ′′−′′−′′−=  

Tóm lại, để tìm u(x, t) ta phải giải (5) với các điều kiện (3) và (4). Đó chính là dạng 
bài toán 2 mà ta đã biết cách giải. Sau đó kết hợp )t,x(u~ và ρ(x, t) ta tìm được 
nghiệm. 
 

§3. BÀI TOÁN CAUCHY CỦA PHƯƠNG TRÌNH TRUYỀN  
SÓNG TRONG KHÔNG GIAN 

Bài toán Cauchy của phương trình truyền sóng trong không gian là bài toán giải 
phương trình: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

2

2

2

2

2

2
2

2

2

z
u

y
u

x
ua

t
u        (1) 

với các điều kiện: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
∂
∂

=

=

=

)z,y,x(u
t
u

)z,y,x(u)t,z,y,x(u

1
0t

o0t

-∞ < x < ∞, -∞ < y <∞, -∞ < z < ∞, t > 0 (2) 

Người ta đã chứng minh được rằng nghiệm của phương trình có dạng: 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+= ∫∫∫∫
S

o2
S

12 ds)ζ,η,ξ(u
taπ4

1
t

ds)ζ,η,ξ(u
taπ4

1)t,z,y,x(u  

Trong đó S là mặt cầu tâm M(x,y,z) và bán kính at. Công thức này gọi là công thức 
Kirhoff.  
 Trong trường hợp mặt phẳng, công thức Kirhoff trở thành công thức Poisson: 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−−−−∂
∂

+
−−−−

= ∫∫∫∫
D

222
o

D
222

1

)yη()xξ()at(
ηdξd)η,ξ(u

aπ2
1

t)yη()xξ()at(
ηdξd)η,ξ(u

aπ2
1)t,y,x(u  

 
§4. BÀI TOÁN DAO ĐỘNG CƯỠNG BỨC 

1. Nguyên lí Duhamel: Để giải các bài toán có tác động của ngoại lực người ta 
thường dùng nguyên lý Duhamel được phát biểu như sau: 

Nếu H(α, x, t) với mọi giá trị của tham biến α là nghiệm của phương trình: 
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với các điều kiện: 

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
∂
∂

=

=

=

)σ,x(h)t,x,α(H
t

0)t,x,α(H

0t
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Khi đó hàm: 

  ∫ −=
l

0

αd)αt,x,α(H)t,x(u

sẽ là nghiệm của phương trình: 

 )t,x(hua
t
u 2
2

2

+∆=
∂
∂  

với các điều kiện: 

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
∂
∂

=

=

=

0
t
u

0)t,x(u

0t

0t

 

Để hiểu rõ hơn về nguyên lý Duhamel ta sẽ dùng nó để giải các bài toán về dao động 
cưỡng bức sau: 
2. Bài toán 1: Giải phương trình:  

)t,z,y,x(f
z
u

y
u

x
ua

t
u

2

2

2

2
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2
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2

+⎟⎟
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⎛
∂
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∂
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∂
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=
∂
∂      (1) 

với các điều kiện: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
∂
∂

=

=

=

)z,y,x(u
t
u

)z,y,x(u)t,z,y,x(u

1
0t

o0t

-∞ < x < ∞, -∞ < y <∞, -∞ < z < ∞, t > 0 (2) 

Ta dùng phương pháp chồng nghiệm, nghĩa là tìm nghiệm của phương trình (1) dưới 
dạng: 
 )t,z,y,x(u)t,z,y,x(u)t,z,y,x(u +=  
Trong đó )t,z,y,x(u  là nghiệm của bài toán: 

 ua
t
u 2
2

2

∆=
∂
∂  

với: 1
0t

o0t
u

t
u;uu =
∂
∂

=
=

=
 

Còn )t,z,y,x(u  là nghiệm của bài toán: 

 fua
t
u 2
2

2

+∆=
∂
∂  

với: 0
t
u;0u

0t
0t

=
∂
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=
=

=
 

Theo công thức Kirhoff ta có: 
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⎥
⎦
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12 ds)ζ,η,ξ(u
taπ4

1
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ds)ζ,η,ξ(u
taπ4

1)t,z,y,x(u  

Mặt khác theo nguyên lí Duhamel ta có: 

∫∫=
S

2 ds
t

)α,ζ,η,ξ(f
aπ4

1)t,z,y,x,α(H  

Từ đó suy ra: 

αdds
αt

)α,ζ,η,ξ(f
aπ4

1)t,z,y,x(u
l

0 )αt(S
2 ∫ ∫∫
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−
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Để rút gọn công thức nghiệm trong tích phân trên ta đổi biến r = a(t - α). Do đó ta có: 
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Trong đó Vat là hình cầu bao bởi mặt S và: 
 222 )ζz()ηy()ξx(r −+−+−=  
Vậy nghiệm của bài toán 1 là: 
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)ζ,η,ξ(u
aπ4

1)t,z,y,x(u  

Công thức này được gọi là công thức Kirhoff tổng quát. 
 
3. Bài toán 2: Giải phương trình:  

)t,y,x(f
y
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u
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với các điều kiện: 
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)y,x(u
t
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)y,x(u)t,y,x(u
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-∞ < x < ∞, -∞ < y <∞,  t > 0   (2) 

Nghiệm của bài toán rút ra nhờ cách giải tương tự như bài toán trước bằng cách dùng 
nguyên lý Duhamel: 

( ) αd
)ηy()ξx()αt(a

ηdξdα,η,ξfηdξd
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Trong đó Dat và Da(t-α)
 là miền tròn có cùng tâm (x, y) và bán kính là at và a(t-α) .  

Công thức này được gọi là công thức Poisson tổng quát. 
 
4. Bài toán 3: Giải phương trình:  
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)t,x(f

x
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với các điều kiện: 

⎪
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)x(u
t
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)x(u)t,x(u
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o0t

-∞ < x < ∞,  t > 0      (2) 

Dựa trên nguyên lý Duhamel và công thức D’Alembert ta đưa đến nghiệm bài toán: 

[ ] αdξd)α,ξ(f
a2

1)atx(u)atx(u
2
1ξd)ξ(u
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1)t,x(u
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đây là công thức D’Alembert tổng quát. 
 

§5. BÀI TOÁN HỖN HỢP CỦA PHƯƠNG TRÌNH LOẠI HYPERBOLIC 
 Cho D là một miền phẳng với biên là đường cong trơn. Ta cần tìm nghiệm của 
phương trình: 

⎟⎟
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=
∂
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x
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t
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với các điều kiện đầu : 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
∂
∂

=

=

=

)y,x(u
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)y,x(u)t,y,x(u

1
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-∞ < x < ∞, -∞ < y <∞,  t > 0   (2) 

và điều kiện biên: 
 0)t,y,x(u

γ)y,x(
=

∈
         (3) 

Bài toán này ta giải bằng phương pháp phân ly biến số và sẽ tìm nghiệm của nó dưới 
dạng: 
 u(x, y, t) = u*(x, y).T(t)        (4) 
Đạo hàm 2 vế của (4) theo x, y và t hai lần rồi thay vào (10) ta nhận được phương 
trình: 

T
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a
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y
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x
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u
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Từ đó suy ra: 

 0uλ
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x
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+
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∗∗

        (5) 

0)t(Tλa)t(T 2 =+′′         (6) 
Trong đó λ là một hằng số. 
Để tìm nghiệm của bài toán (1) với các điều kiện (2), (3) ta thấy rằng T(t) ≠ 0 và đối 
với các điểm trên biên ta phải có: 
 0)y,x(u

γ)y,x(
=

∈
         (7) 

Những giá trị λ để tồn tại nghiệm u*(x, y) ≠ 0 được gọi là các giá trị riêng và các 
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nghiệm u*(x, y) tương ứng được gọi là các hàm riêng của bài toán. Tính chất của giá 
trị riêng và hàm riêng là: 
 * Mọi giá trị riêng đều dương 
 * Tập các giá trị riêng là một tập vô hạn đếm được 
 * Nếu λi ≠ λj thì các hàm riêng tương ứng với chúng thoả mãn hệ thức: 
   0dydx)y,x(u)y,x(u

D
ji =∫∫

nghĩa là các hàm riêng trực giao với nhau 
 * Một giá trị riêng có thể ứng với nhiều hàm riêng độc lập tuyến tính khác 
nhau. Giá trị riêng như vậy được gọi là giá trị riêng bội 
 * Đối với các hàm riêng nếu chưa là hệ trực chuẩn thì bằng phương pháp trực 
giao hoá Schmidt có thể xây dựng hệ hàm riêng trực giao chuẩn, nghĩa là đối với hệ 
đó ta có: 

  
⎩
⎨
⎧

=
≠

=∫∫ ji1
ji0

dydx)y,x(u)y,x(u
D

ji  

 * Mọi hàm β(x, y) khả vi, liên tục 2 lần và thoả mãn điều kiện biên: 
  0)y,x(β

γ)y,x(
=

∈
 

đều có thể khai triển theo hệ thống các hàm trực giao chuẩn thành chuỗi hội tụ tuyệt 
đối và đều trên miền D, nghĩa là nó có thể biểu diến dưới dạng: 

   ∑
∞

=
=

1k
kk )y,x(ua)y,x(β

trong đó ak được tính theo công thức: 
   dydx)y,x(u)y,x(βa

D
kk ∫∫=

Từ những tính chất đã nêu của hàm riêng và giá trị riêng ta thấy bài toán (5) & (6) có 
các giá trị riêng dương nên  (6) có nghiệm tổng quát là: 
 atλsincatλcosb)t(T kkkkk +=  
Từ đó suy ra: 
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Nếu xét đến các điều kiện ban đầu ta có: 
dxdy)y,x(u~)y,x(ub

D
kok ∫∫=  

dxdy)y,x(u)y,x(u
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D
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k
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Ví dụ 1: Giải phương trình: 
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trên miền  t ≥ 0 
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với các điều kiện đầu: 
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và các điều kiện biên: 
 0)t,y,x(u

γ)y,x(
=

∈
 

trong đó γ là biên của miền D. 
 Ta tìm nghiệm của bài toán dưới dạng (4): 

u(x, y, t) = u*(x, y).T(t) 
trong đó u*(x, y) lại được tìm dưới dạng u*(x, y) = X(x).Y(y) bằng phương pháp phân 
li biến số. 
 Khi đó phương trình (5) được viết thành: 

)x(X
)x(Xλ

)y(Y
)y(Y ′′

−=+
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Từ đó ta suy ra: 
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        (8) 

Từ điều kiện biên của bài toán ta rút ra: 
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         (9) 

Khi giải phương trình (8) với điều kiện (9) để có nghiệm không tầm thường ta cần có: 
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Từ đó ta có: 
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Nghiệm riêng ứng với các giá trị riêng đó là hệ hàm trực chuẩn: 

m
yπnsin

l
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Khi đó nghiệm của phương trình (6) có dạng: 
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Tóm lại nghiệm của bài toán sẽ là: 
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Trong đó bkn và ckn được tính như sau: 
 ckn = 0 ∀k, n vì u1 ≡ 0 
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Như vậy: 
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Ví dụ 2:Giải phương trình: 
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trên miền  t ≥ 0 
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với các điều kiện đầu: 

 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

==
∂
∂

==

=

=

l
a)y,x(u

t
u

l
yπsin

l
xπsin)y,x(u)t,y,x(u

1
0t

o0t

 

và các điều kiện biên: 
 0)t,y,x(u

γ)y,x(
=

∈
 

trong đó γ là biên của miền D. 
 Tương tự như ví dụ 1, sau khi dùng phương pháp phân li biến số ta tìm được 
giá trị riêng là: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= 2

2

2

2
2

kn l
n

l
kπλ  

hệ hàm trực chuẩn tương ứng là 
l
yπnsin

l
xπksin

l
2  và các hệ số trong nghiệm tổng 

quát được tính như sau: 

⎩
⎨
⎧

==
≠

== ∫ ∫ 1nk1
1n,k0

dxdy
m

yπnsin
l
xπksin

l
yπsin

l
xπsin

l
4b

l

0

l

0
2kn

 dxdy
m

ynsin
l
ysin

l
xsin

l
4cnk

l
a l

0

l

0
2kn

22 πππ
=+

π
∫ ∫  
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⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+′+′π
=

πππ
= ∫ ∫ len,k

)1n2)(1k2(l
a16

chann,k0
dy

m
ynsin

l
ysindx

l
xsin

l
a4

2

l

0

l

0
3  

Nghiệm của bài toán là: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+++++

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ +++

+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

∑∑
∞

=

∞

=
yπ

l
1n2sinxπ

l
1k2sin

)1n2()1k2()1n2)(1k2(

l
)1n2()1k2(πatsin

π
16

l
yπsin

l
xπsin

l
2πatsin

2π
16

l
2πatcos)t,y,x(u

1k 1n 22

22

3

3

 

 
 

§6. BÀI TOÁN CAUCHY- PHƯƠNG TRÌNH TRUYỀN NHIỆT TRONG 
THANH VÔ HẠN VÀ NỬA VÔ HẠN 

1. Bài toán ban đầu: Bài toán Cauchy của phương trình truyền nhiệt - phương trình 
loại parabolic là bài toán giải phương trình: 

2

2
2

2

2

x
ua

t
u

∂
∂

=
∂
∂          (1) 

với các điều kiện đầu : 
)x(u)t,x(u o0t

=
=

 -∞ < x < ∞, -∞ < y <∞,  t ≥ 0    (2) 
Dùng phương pháp phân li biến số ta tìm nghiệm dưới dạng: 
 u(x, t) = X(x).T(t) 
Lấy đạo hàm theo x và t rồi đưa vào phương trình (1) ta có: 
 T’(t) + a2λT(t) = 0         (3) 

X”(x) + λX(x) = 0         (4) 
với λ là hằmg số. 
Phương trình (3) cho nghiệm là: 

t2aλCe)t(T −=  
với C là một hằng số 
Mặt khác nhiệt độ của thanh không thể đạt đến ∞ khi t tiến đến ∞. Do vậy λ phải là số 
dương. Kết hợp với nghiệm của phương trình (4) ta có: 

[ ]xsinh)h(Cxcosh)h(Ce)t,x(u 21
t2a2h

h += −  
u(x,t) là nghiệm riệng của (1) với C1 và C2 là các hệ số có thể phụ thuộc h. Họ các 
nghiệm ở đây là một tập hợp vô hạn không đếm được. Do đó ta sẽ tìm nghiệm của bài 
toán dưới dạng tích phân theo tham biến h. 

[ ]∫∫
∞

∞−

−
∞

∞−

+== dhxsinh)h(Cxcosh)h(Ce)t,x(u)t,x(u 21
t2a2h

h  

Khi t = 0 ta có: 

[ ]∫
∞

∞−
=

+== dhxsinh)h(Cxcosh)h(C)x(u)t,x(u 21o0t  
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Giả sử hàm uo(x) khai triển được dưới dạng tích phân Fourier ta sẽ có: 

∫
∞

∞−

= ξdξcosh)ξ(u
π2

1)h(C o1  

∫
∞

∞−

= ξdξsinh)ξ(u
π2

1)h(C o2  

Từ đó ta có: 

∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−= dhξd)xξcosh(e)ξ(u

π2
1)t,x(u t2a2h

o  

∫ ∫
∞

∞−

∞
−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−= ξd)ξ(udh)xξcosh(e

π
1)t,x(u o

0

t2a2h     (5) 

ta tính tích phân đơn bên trong bằng phương pháp đổi biến:
ta
xξθ;thaτ −

==  

)θ(I
ta

1τdθτcose
ta

1dh)xξcosh(e
0

2τ

0

t2a2h ==− ∫∫
∞

−
∞

−  

Trong đó 

∫
∞

−=
0

2τ τdθτcose)θ(I         (6) 

Sau khi lấy đạo hàm của (6) theo θ rồi tích phân từng phần ta có: 

4

2θ

Ce)θ(I
2
θ

)θ(I
)θ(I)θ(I

2
θ)θ(I

−
=⇒=

′
⇒=′  

Khi θ = 0 ta có: 

∫
∞

− ===
0

2τ

2
πτde)0(IC  

nên: 4

2θ

e
2
π)θ(I

−
=  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
−=−∫

∞
−

ta4
)xξ(exp

ta
πdh)xξcosh(e 2

2

0

t2a2h  

Thay vào ta có: 

∫
∞

∞−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
−= ξd

ta4
)xξ(exp)ξ(u

tπa2
1)t,x(u 2

2

o      (7) 

Công thức (7) được gọi là công thức Poisson của bài toán Cauchy. 
 Đối với bài toán Cauchy trong không gian n chiều của quá trình truyền nhiệt: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

++
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

2
n

2

2
21

2

2
1

2
2

2

2

x
u

x
u

x
ua

t
u

L  

với các điều kiện đầu : 
)x,...,x,x(u)t,x,...,x,x(u n21o0tn21 =

=
 

Người ta chứng minh được nghiệm của phương trình là: 
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( ) ( ) 1n1

n

1i

2
ii2n210nn21 ξd...ξdxξ

ta4
1exp)ξ,...,ξ,ξ(u

tπa2
1)t,x,...,x,x(u

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −−= ∑∫ ∫ ∫

=

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

L  

 Đối với bài toán truyền nhiệt trong thanh nửa vô hạn ta xét các bài toán nhỏ 
ứng với từng trường hợp riêng rồi mới xét đến bài toán tổng quát. 
2. Bài toán 1: Truyền nhiệt trong thanh nửa vô hạn, cách nhiệt đầu mút thanh biết 
nhiệt độ ban đầu của thanh bằng không: 
 Khi này ta phải giải phương trình: 

2

2
2

2

2

x
ua

t
u

∂
∂

=
∂
∂  0 ≤ x ≤ ∞, t ≥ 0      (8) 

với các điều kiện : 
)x(u)t,x(u o0t

=
=

         (9) 

0
t
u

0t

=
∂
∂

=

          (10) 

Để giải bài toán ta kéo dài chẵn hàm uo(x) sang phần âm của trục x và áp dụng công 
thức (7). Khi đó nó sẽ thoả mãn (8). Mặt khác theo (7) ta cũng sẽ có: 

0x

2

2

o3
0x

ξd
ta4
)xξ(exp)xξ)(ξ(u

tπta4
1

x
u

=

∞

∞−= ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
−−−=

∂
∂

∫  

Từ đó suy ra: 

∫∫
∞

∞−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
−+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
−=

0
2

2

o

0

2

2

o ξd
ta4
)xξ(exp)ξ(u

tπa2
1ξd

ta4
)xξ(exp)ξ(u

tπa2
1)t,x(u  

Trong tích phân đầu ta đổi biến ξ = -ξ’ và do tính chất chẵn của u(ξ) ta sẽ có: 

∫∫
∞

∞−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
−+′⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −′
−′=

0
2

2

o

0

2

2

o ξd
ta4
)xξ(exp)ξ(u

tπa2
1ξd

ta4
)xξ(exp)ξ(u

tπa2
1)t,x(u  

∫
∞

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
−+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
−=

0
2

2

2

2

o ξd
ta4
)xξ(exp

ta4
)xξ(exp)ξ(u

tπa2
1)t,x(u  

3. Bài toán 2: Truyền nhiệt trong thanh nửa vô hạn biết nhiệt độ ban đầu của thanh 
một đầu mút luôn luôn giữ 0 độ. 
Khi này ta phải giải phương trình: 

2

2
2

2

2

x
ua

t
u

∂
∂

=
∂
∂  0 ≤ x ≤ ∞, t ≥ 0       

với các điều kiện : 
)x(u)0,x(u o0t

=
=

         
 0)l,x(u

0t
=

=
 

Để giải bài toán này ta kéo dài lẻ hàm uo(x) sang phần âm của trục x và áp dụng công 
thức (7) ta sẽ có: 

0ξd
ta4

ξexp)ξ(u
tπat2

1)t,x(u 2

2

o0x
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−= ∫

∞

∞−
=

 

Tích phân này bằng 0 vì uo(ξ) là hàm lẻ. 
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∫∫
∞

∞−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
−+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
−=

0
2

2

o

0

2

2

o ξd
ta4
)xξ(exp)ξ(u

tπa2
1ξd

ta4
)xξ(exp)ξ(u

tπa2
1)t,x(u  

 
Trong tích phân đầu ta đổi biến ξ = -ξ’ và do tính chất lẻ của u(ξ) ta sẽ có: 

∫
∞

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
−−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
−=

0
2

2

2

2

o ξd
ta4
)xξ(exp

ta4
)xξ(exp)ξ(u

tπa2
1)t,x(u  

 
4. Bài toán 3: Truyền nhiệt trong thanh nửa vô hạn biết nhiệt độ đầu mút của thanh và 
nhiệt độ ban đầu của thanh bằng 0. 
Khi này ta phải giải phương trình: 

2

2
2

2

2

x
ua

t
u

∂
∂

=
∂
∂  0 ≤ x ≤ ∞, t ≥ 0       

với các điều kiện : 
)t(q)t,x(u

0x
=

=
         

 0)t,x(u
0t
=

=
 

Ta giải bài toán này bằng phương pháp biến đổi Laplace của hàm phức. Giả sử 
u(x, t) và q(t) là các hàm gốc trong phép biến đổi Laplace. Áp dụng phép biến đổi 
Laplace cho u(x, t) và các đạo hàm của nó ta có: 

)p,x(Up
t

)t,x(u);p,x(pU
t

)t,x(u);p,x(U)t,x(u 2
2

2

↔
∂

∂
↔

∂
∂

↔  

Coi p là thông số và đặt các biểu thức trên vào phương trình truyền nhiệt ta có: 

 2

2
2

x
)p,x(Ua)p,x(pU

∂
∂

=         (10) 

Vậy ta phải giải phương trình (10) với điều kiện: 
 )t(q)p(Q)p,x(U

0x
↔=

=
       (11) 

Nghiệm tổng quát của (10) có dạng: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= x

a
p

expCx
a
p

expC)p,x(U 21  

Hàm U(x, p) là hàm bị chặn khi x → ∞ nên C1 = 0. Từ điều kiện (11) ta suy ra: 
 C2  = U(0, p) = Q(p)  
Vậy nghiệm của phương trình (10) thoả mãn (11) sẽ là: 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= x

a
p

exp)p(Q)p,x(U  

Ta viết lại nó dưới dạng: 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= x

a
p

exp
p
1)p(pQ)p,x(U  

Áp dụng công thức Duhamel: 
 pF(p)G(p) ↔ g(0)f(t)+f*g’ 
và tính chất: 
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 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−↔⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

ta2
xErf

ta2
xerf1x

a
p

exp
p
1  

Trong đó: 

 ( ) τdτexp
π

2)x(erf 2
x

0

−= ∫  

Ta sẽ rút ra: 

∫ −⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

Λ
+∞=

t

0

τd)τt(q
a2
xErf)(Erf)t(q)t,x(u  

Mặt khác ta biết rằng: 

( ) 0τdτexp
π

21)(Erf 2

0

=−−=∞ ∫
∞

 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=−−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=
=

∫ τa4
xexp

τπa2

xθdθexp
π

21
τa2

xErf 2

2

2
3

0τ

2
τa2

x

00τ

 

Từ đó suy ra: 

∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

t

0
2

2

2
3 τd

τa4
xexp

τ

)τt(q
πa2

x)t,x(u  

 
5. Bài toán 4: Truyền nhiệt trong thanh nửa vô hạn, biết nhiệt độ ban đầu của thanh 
và biết nhiệt độ tại đầu mút. 
Khi này ta phải giải phương trình: 

2

2
2

2

2

x
ua

t
u

∂
∂

=
∂
∂  0 ≤ x ≤ ∞, t ≥ 0       

với các điều kiện : 
)t(u)t,x(u 10x

=
=

         
 )x(u)t,x(u o0t

=
=

 
Để giải bài toán này ta dùng kết quả của bài toán 2 và bài toán 3 và nguyên lý chồng 
nghiệm. Cụ thể ta tìm nghiệm u(x, t) dưới dạng: 
 )t,x(u)t,x(u~)t,x(u )+=  
Trong đó )t,x(u~ là nghiệm của bài toán: 

 2

2
2

2

2

x
u~a

t
u~

∂
∂

=
∂
∂  

với các điều kiện: 
 )x(u)t,x(u~ o0t

=
=

; 0)t,x(u~
0x
=

=
 

còn )t,x(u)  là nghiệm của bài toán: 

2

2
2

2

2

x
ua

t
u

∂
∂

=
∂
∂ ))

 

với các điều kiện: 
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 0)t,x(u

0t
=

=

) ; )t(u)t,x(u 10x
=

=

)  
Theo kết quả bài toán 2 và bài toán 3 ta suy ra: 

∫
∞

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
−−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
−=

0
2

2

2

2

o ξd
ta4
)xξ(exp

ta4
)xξ(exp)ξ(u

tπa2
1)t,x(u~  

∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

t

0
2

2

2
3

1 τd
τa4

xexp
τ

)τt(u
πa2

x)t,x(u)  

 
Ví dụ: Giả sử trong một ống nửa vô hạn tại một đầu ống x = 0 bị chặn bởi một tấm 
không thẩm thấu và tại x = l cũng có một tấm như vây. Trong đoạn [0, l] có một môi 
trường với hệ số khuyếch tán D1 = a-2 có chứa đầy một loại chất với hệ số đậm đặc uo. 
Trong phân còn lại của ống [l, ∞] có một môi trường với hệ số khuyếch tán D2 = b-2 
và trong đó không chứa chất trong đoạn [0, l]. 
 Tại thời điểm t = 0 ta bỏ tấm chắn tại x = l và khi đó bắt đầu quá trình khuyếch 
tán. Gọi nồng độ chất khuyếch tán tại x ở thời điểm t là u(x, t). Trước hết ta thiết lập 
phương trình khuyếch tán trong ống. Gọi u1(x, t) là nồng độ của chất lỏng trong 
khoảng 0 ≤ x ≤ l. Khi đó ta có: 

2
1

2

2
1

x
u

a
1

t
u

∂
∂

=
∂
∂  0 ≤ x ≤ l       (13) 

với điều kiện: 

 0
x
u;u)t,x(u

0x

1
o0t1 =

∂
∂

=
=

=
 

Gọi u2(x, t) là hàm nồng độ chất khuyếch tán trong đoạn [l, ∞] ta có: 

   2
2

2

2
2

x
u

b
1

t
u

∂
∂

=
∂
∂  l ≤ x ≤ ∞      (14) 

với điều kiện: 
 0)t,x(u;0)t,x(u

x20t2 ==
∞==

 
Mặt khác tại điểm x = l thì u1(x, t) và u2(x, t) phải thoả mãn điều kiện liên tục (“kết 
dính”), nghĩa là: 
 lx2lx1 )t,x(u)t,x(u

==
=  

 2
2

2

22
1

2

2 x
)t,l(u

b
1

x
)t,l(u

a
1

∂
∂

=
∂

∂  

Giả sử u1(x, t) và u2(x, t) và đạo hàm của chúng là các hàm gốc trong biến đổi 
Laplace, ta sẽ có các hàm ảnh là: 

)p,x(U)t,x(u 11 ↔   )p,x(U)t,x(u 22 ↔  

o1
1 u)p,x(pU

t
)t,x(u

−↔
∂

∂  )p,x(pU
t

)t,x(u
2

2 ↔
∂

∂  

2
1

2

2
1

2

x
)t,x(U

x
)t,x(u

∂
∂

↔
∂

∂   2
2

2

2
2

2

x
)t,x(U

x
)t,x(u

∂
∂

↔
∂

∂  

Từ các phương trình (13) và (14) và các hệ thức trên ta suy ra: 
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 o2

1
2

21 u
x

)t,x(U
a
1)p,x(pU +

∂
∂

=  

 2
2

2

22 x
)t,x(U

b
1)p,x(pU

∂
∂

=  

Nghiệm tổng quát tương ứng sẽ là: 

p
upshaxCpchaxC)p,x(U o

211 ++=      (15) 

[ ] [ ])lx(pbexpC)lx(pbexpC)p,x(U 432 −−+−=    (16) 

Mặt khác từ điều kiện 0
x
u

0x

1 =
∂
∂

=

 ta suy ra 0
dx

)p,x(dU
0x

1 =
=

. Từ đó ta có: 

0paCpchaxpaCpshaxpaC 20x21 ==+
=

 
Vậy C2 = 0 
Mặt khác 0)t,x(u

x2 =
∞=

nên ảnh của u2(x, t) là một hàm bị chặn khi x → ∞ và  do đó 
C3 = 0. Khi đó (15) và (16) trở thành: 

p
upchaxC)p,x(U o

11 +=       

[ ])lx(pbexpC)p,x(U 42 −−=   
Xét đến điều kiện “kết dính” ta có: 
  )p,l(U)p,l(U 21 =

lx

2
2

lx

1
2 dx

)p,x(dU
b
1

dx
)p,x(dU

a
1

==

=  

Từ đó ta có hệ phương trình: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

=+

pbC
b
1pshalpaC

a
1

C
p
upchalC

4212

4
o

1

 

Giải hệ phương trình trên ta có: 

 
( )

( )⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

+
=

+
−=

pbshalpachalp
pbshaluC

pbshalpachalp
auC

o
4

o
1

 

Vậy: 

( )pbshalpachalp
pachaxu

p
u)p,x(U oo

1 +
−=      

( ) [ ])lx(pbexp
pbshalpachalp

pbshalu)p,x(U o
2 −−

+
=  

Sau khi dùng biến đổi Laplace ngược ta có các hàm u1(x, t) và u2(x, t). 
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§7. BÀI TOÁN TRUYỀN NHIỆT TRONG THANH VÔ HẠN  

VÀ NỬA VÔ HẠN CÓ NGUỒN NHIỆT 
1. Nguyên lý Duhamel: Trước hết ta xét nguyên lý Duhamel của phương trình truyền 
nhiệt không thuần nhất trong không gian n chiều Rn. Nếu H(α, x, t) với mọi giá trị của 
tham biến α là nghiệm của phương trình: 

Ha
t
H 2∆=
∂
∂           (1) 

với điều kiện: 
 )α,x(h)t,x,α(H

0t
=

=
        (2) 

khi đó hàm: 

        (3) ∫ −=
t

0

αd)αt,x,α(H)t,x(u

là nghiệm của phương trình: 

 )α,x(hua
t
u 2 +∆=
∂
∂         (4) 

và thoả mãn điều kiện: 
 0)t,x(u

0t
=

=
 

Ta áp dụng vào các bài toán sau đây 
2. Bài toán 1: Truyền nhiệt trong thanh vô hạn có nguồn nhiệt với nhiệt độ ban đầu 
bằng 0. 
Khi này ta giải phương trình: 

 )t,x(f
x
ua

t
u

2

2
2 +
∂
∂

=
∂
∂  -∞< x < ∞;  t ≥ 0 

với điều kiện ban đầu: 
 0)t,x(u

0t
=

=
 

Sử dụng nguyên lý Duhamel và kết quả cho bởi công thức Poisson của bài toán 
Cauchy ta có nghiệm là: 

∫ ∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
−

−
=

∞

∞−

t

0
2

2

αdξd
)αt(a4

)xξ(exp
)αt(πa2

)α,ξ(f)t,x(u  

Ỏ đây hàm )t,x,α(H  là tích phân: 

∫
∞

∞−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
− ξd

ta4
)xξ(exp)α,ξ(f 2

2

 

 
3. Bài toán 2: Truyền nhiệt trong thanh vô hạn có nguồn nhiệt với nhiệt độ ban đầu 
bằng uo(x). 
Khi này ta giải phương trình: 

 )t,x(f
x
ua

t
u

2

2
2 +
∂
∂

=
∂
∂  -∞< x < ∞;  t ≥ 0 

với điều kiện ban đầu: 
 )x(u)t,x(u o0t

=
=
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Dùng phương pháp xếp chồng nghiệm và kết quả của bài toán 1 ta có nghiệm: 

∫ ∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
−

−
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
−=

∞

∞−

∞

∞−

t

0
2

2

2

2

o τdξd
)τt(a4

)xξ(exp
)τt(πa2

)τ,ξ(fξd
ta4
)xξ(exp)ξ(u

tπa2
1)t,x(u  

 
4. Bài toán 3: Gải bài toán truyền nhiệt: 

 )t,x(f
x
ua

t
u

2

2
2 +
∂
∂

=
∂
∂  -∞< x < ∞;  t ≥ 0 

với điều kiện ban đầu: 
 )x(u)t,x(u o0t

=
=

 
 )t(u)t,x(u 10x

=
=

 
Dùng phương pháp xếp chồng nghiệm và kết quả của các bài toán trên ta có nghiệm: 

∫ ∫

∫

∫

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
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⎡
−

+
−−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
−

−
+

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
+

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
−−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
−=

∞

∞

t

0 0
2

2

2

2

t

0
2

2
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1

0
2

2

2

2

o

τdξd
)τt(a4

)xξ(exp
)τt(a4

)xξ(exp
τt
)τ,ξ(f

πa2
x

τd
τa4

xexp
τ

)τt(u
πa2

1

ξd
ta4
)xξ(exp

ta4
)xξ(exp)ξ(u

tπa2
1)t,x(u

 

 
§8. BÀI TOÁN HỖN HỢP CỦA PHƯƠNG TRÌNH LOẠI HYPERBOLIC 

TRUYỀN NHIỆT TRONG THANH HỮU HẠN VÀ MIỀN HỮU HẠN 
1. Đặt bài toán: Ta xét bài toán truyền nhiệt trong khối lập phương  đồng chất, không 
có nguồn nhiệt với điều kiện biết nhiệt độ ban đầu của khối đó và nhiệt độ trên biên 
luôn luôn bằng không. Bài toán này đưa đến phương trình: 

  ua
x
u

z
u

y
u

x
ua

t
u 2

2

2

2

2

2

2

2

2
2 ∆=

∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂      (1) 

Trong miền T ≥ t ≥ 0 và  0 < x < l1; 0 < y < l2; 0 < z < l3
với điều kiện : 
 )z,y,x(u)t,z,y,x(u o0t

=
=

       (2) 
 0uuuuuu

3lz0z2ly0y1lx0x
======

======
     (3) 

Dùng phương pháp tách biến ta tìm nghiệm dưới dạng: 
 u(x, y, z, t) = u*(x, y, z).T(t) 
và ta có: 
          (4) 0)t(Tλa)t('T 2 =+
        (5) 0)z,y,x(uλ)z,y,x(u =+∆ ∗∗

Từ (4) để có nghiệm riêng không suy biến và kèm điều kiện bị chặn của u khi t → ∞ 
ta suy ra nghiệm của nó có dạng: 
 Tλ(t) = Cexp(-a2λt) 
Mặt khác ta lại dùng phương pháp tách biến để tìm u*(x, y, z), nghĩa là: 

 
177

 



MATHEDUCARE.COM
 u*(x, y, z) = X(x).Y(y).Z(z) 
Sau khi đạo hàm và thay vào phương trình ta có: 

0λ
)z(Z
)z(Z

)y(Y
)y(Y

)x(X
)x(X

=+
′′

+
′′

+
′′

 

Từ đó ta rút ra hệ phương trình vi phân tương ứng là: 
X”(x) + αX(x) = 0 
Y”(y) + βY(y) = 0  α + β + γ = 0 
Z”(z)  + γZ(z) = 0 

Đối với hàm X(x), Y(y), Z(z) ta thấy do điều kiện biên (3) chúng phải thoả mãn các 
điều kiện sau: 

X(0) = X(l1) = 0; Y(0) = Y(l2) = 0; Z(0) = Z(l3) = 0 
Giải hệ phương trình vi phân trên với các điều kiện đã biết ta suy ra các giá trị 

riêng (-λ): 

2
3

22

k2
2

22

k2
1

22

k l
πnγ;

l
πmβ;

l
πkα ===  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++= 2

3

2

2
2

2

2
1

2
2

321n,m,k l
n

l
m

l
kπ)l,l,l(λ  

Các hàm riêng tương ứng khi đó sẽ là: 

z
l
πnsiny

l
πmsinx

l
πksin

lll
8)z,y,x(u

321321
n,m,k =  

Vậy nghiệm tổng quát của bài toán đó là: 

     z
l
πnsiny

l
πmsinx

l
πksint

l
n

l
m

l
kπaexpC)t,z,y,x(u

321
2
3

2

2
2

2

2
1

2
22

1k 1m 1n
n,m,k ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−= ∑∑∑

∞

=

∞

=

∞

=
 

Trong đó Ck,m,n được suy ra từ điều kiện: 

ζdηdξdζ
l
πnsinη

l
πmsinξ

l
πksin)ζ,η,ξ(u

lll
8C

1l

0

2l

0

3l

0 321
o

321
n,m,k ∫ ∫ ∫=  

2. Bài toán 1: Giải phương trình truyền nhiệt: 

2

2
2

x
ua

t
u

∂
∂

=
∂
∂       

Trong miền T ≥ t ≥ 0 và  0 < x < l 
với điều kiện : 
 )x(u)t,x(u o0t

=
=

        
 0uu

lx0x
==

==
      

Nghiệm là: 

 x
l
πksint

l
kπaexpC)t,x(u

1k
2

2
22

k∑
∞

= ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=  

Trong đó: 

∫=
l

0
ok ξd

l
πksin)ξ(u

l
2C  
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3. Bài toán 2: Giải phương trình truyền nhiệt: 

)t,x(f
x
ua

t
u

2

2
2 +
∂
∂

=
∂
∂         (6)  

Trong miền T ≥ t ≥ 0 và  0 < x < l 
với điều kiện : 
 )x(u)t,x(u o0t

=
=

        
 0)t,x(u)t,x(u

lx0x
==

==
      

Ta tìm nghiệm dưới dạng: 

 x
l
πksin)t(T)t,x(u

1k
k∑

∞

=
=         (7) 

Giả sử uo(x) có các đạo hàm liên tục trong khoảng (0, l) và uo(0) = uo(l) = 0 còn hàm 
f(x, t) có các đạo hàm riêng cấp 1 theo x liên tục trong khoảng (0, l) và: 
 f(0, t) = f(l, t) = 0 
Khi đó ta có thể thu được các khai triển Fourier của chúng là: 

 ∑
∞

=
=

1k
k x

l
πksin)t(f)t,x(f         (8) 

 ∑
∞

=
=

1k
ko x

l
πksinα)x(u         (9) 

với: 

 ∫=
l

0
k xdx

l
πksin)t,x(f

l
2)t(f  

 ∫=
l

0
ok xdx

l
πksin)x(u

l
2α  

Sau khi lấy đạo hàm hai vế của (7) và chú ý đến (8) và (9) ta có: 

0x
l
πksin)t(f)t(Ta

l
πk)t(T

1k
kk

2

k =
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+∑

∞

=
 

Nên: 

 )t(f)t(Ta
l
πk)t(T kk

2

k =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+        (10) 

Khi t = 0 ta có: 

 ∑∑
∞

=

∞

=
=

===
1k

k
1k

ko0t
x

l
πksinαx

l
πksin)0(T)x(uu  

nên: 
 Tk(0) = αk           (11) 
Sau khi giải (10) với điều kiện (11) ta có Tk(t), nghĩa là có nghiệm của bài toán. 
 
4. Bài toán 3: Giải phương trình truyền nhiệt: 

)t,x(f
x
ua

t
u

2

2
2 +
∂
∂

=
∂
∂         (12)  

Trong miền T ≥ t ≥ 0 và  0 < x < l 

 
179 



MATHEDUCARE.COM
với điều kiện : 
 )x(u)t,x(u o0t

=
=

        
 )x(φ)t,x(u);x(φ)t,x(u 2lx10x

==
==

  
Ta giải bài toán này bằng phương pháp chồng nghiệm, nghĩa là tìm nghiệm dưới 
dạng: 

[ ])t(φ)t(φ
l
x)t(φ)t,x(u~)t,x(u)t,x(u 121 −+++=  

Trong đó )t,x(u là nghiệm của phương trình: 

 )t,x(f
x
ua

t
u

2

2
2 +
∂
∂

=
∂
∂  

với các điều kiện: 
 )x(u)t,x(u o0t

=
=

        
 0)t,x(u)t,x(u

lx0x
==

==
 

Còn )t,x(u~ là nghiệm của phương trình: 

 )t,x(f
x
u~a

t
u~

2

2
2 +
∂
∂

=
∂
∂  

với các điều kiện: 
 0)t,x(u~

0t
=

=
        

 0)t,x(u~)t,x(u~
lx0x
==

==
 

Rõ ràng )t,x(u  đượcc rút ra từ bài toán 1 và )t,x(u~  được rút ra từ bài toán 2. 
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