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LOI MO AU

Nhim dap ing nhu cdu hoc tap mén “Ham bién phuc”
cta sinh vién khoa Toéan céc trudng Dai hoc su pham, bo
mén Ly thuyét ham khoa Toén — Tin Trudng Dai hoc su
pham Ha Ngi da bién soan cuén sach "Bai tap ham bién
phitc". Cac bai tap trong séch dugc chia thanh 5 chuong
tudng {ng véi ndi dung 5 chuong 1§ thuyét thudc phan I cla
gido trinh "Ham bién phitc" do hai tac gia Nguyén Vin Khué
* va L& Mau Hai bién soan va Nha xuit ban Dai hoc Qudc gia
Ha Ngi d4 xust ban nim 1997 va hién dang dugc tai ban.

Phan diu mbi chuong chia cudn sach bai tdp nay danh
cho viéec tém tit nhiing két qua chinh vé 1y thuyét cla
chuong d6, 1am co sd cho lap luan va cach giai cac bai tap
cta chuong. Cac bai tap duge sdp xép lién ngay sau dé. Y
tudng clia cac tic gia bién soan sich bai tap nay la dé ngudi
doc tu giai bai tap, nhdm phat huy t6i da ning luc ty hoc va
nang cao dan kha ning tu duy sang tao doc lap. Bdi vay, bén
canh nhitng bai tap rén luvén ki nang tinh toan 1a hang loat
bai tap cé tinh ly thuyét va nhiing bai tap khé thudng duge
sip xép 0 phia cudi chuong va c6 danh didu *. Ching toi c¢6
gdi ¥ cach giai & phan 14n céc bai tap kém theo cac dap s6
ean thiét. Cac bai tap trong cudn sach nay dude lua chon tit
cac bai tap d nhiing gido trinh “Ham bién phitc” trude ddy nhu
cudn: "Tuyén tap céc bai toan vé Iy thuyét ham bié€n phic” cta
cac tac gia L.I.Volkovuski — G.L.Luns va I.G.Aramanovitr va
cac bai tap & cudi méi chuong trong hai cudn sach chuyén
khéo vé ham bién phitc cia I.LPrivalov va B.V.Sabat. Tuy
nhién kha nhiéu bai tap duge chiing téi tuyén lua tit cac sach
bai tdp ham bién phitc cla cac tac gia khac nhu:" Cac bai
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toan trong 1y thuyét ham bién phic” cua Jan G.Krzyy
(American Elsevier — 1971) va déc biét la trong cudn chuyen
khao vé ham mo6t bién-phic" Complex Variables - Anp

lutroduction" cua tac gla Carlos A .Berenstein va Roger Gay
xuat ban vao nam 1991. '

Chung to1 ngh1 ring véi su lua chon nhu vay, nhiéu bm

t-ap ! day mang tinh cﬁp nhat cho moén hoc nay trong giai
doan hién nay.

Nhan diy, tap the bién : soan cudn "Bal tdp ham b1en
phitc” xin bay to sy cam on t6i GS.TSKH Nguyén-Vin Khug,
PGS.TS Nguyén Dinh Sang va PGS.TSKH D6 Diic Thai d3
doc k¥ ban thao va cho nhtlng ¥ kién 6 gia tri, bd sung

nhitng chd c¢dn khi€m khuyét dé cudn "Bai tép ham bién
phuc” dudc hoan chinh thém.

Vi day 1a 14n xu#t ban diu tién cudn bai tap mdi cho
mdn “Ham bién phic” nén nhitng thidu s6t trong qua trinh
bién tap 12 khé tranh khoi. Chung td1 xin t1ep nhan moi déng

gbép cua .cac ban dong nghiép &€ 1an tal ban sach "Bai tap
ham bi€n phic” dugec hoan thidn hon.

Ha N6i, ke 2001
Cac tac gia
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CHUONG I

s6 PHUC, DAY S0 PHUC
VA CHUOI SO PHUC

Gia su
C= {(a,b):a,b EIR}
véi hai phép toan cho boi:
(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d)
(a,b).(c,d) = (ac - bd,ad + bc)
C lap thanh mét trudng va goi la trudng sd phiic. Méi
z=(a,b)e C goi 12 mot s6 phite. Ky hiéu a = Rez va goi la
phan thuc cta z, b= Imz va goi 1a phén 4o cia z. |
Moi s6 phitc z=(a,0) dugc dong nhat véi s6 thue aeR.
Phan tit don vi cda € d6i véi phép nhan 1a (1, 0) = 1. Phan ti
i=(0.1) ¢6 tinh chat i% = (-1,0) = -1 goi la don vi 2o.
Biéu dién dai s6’clia s6 phize. Gid st z = (a,b) e C. Khi
.d6 z=a+bi goi la biéu dién dai s& cla z. S& phiic z = a - bi
goi la lién hdp cua z. Cé thé thay:
. zz=a%+b? 20

. zl 4-22 +....+Zn =zl +22 +....+Zn

“ 23 Bo-uly = ByiBona
e 2+z=2Rez

«z2-z2=92Imz
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=

s Z=7
. 2=z khi v chi khi ze R
Mbi s6 phite z=a+bi tudng ing vdi s0 thyc:
lz\= JZE -:dlax2 +b2 20
goi 12 modun cua z. Khi dé:
+ 220, ||=0e2=0

« |21 + 29| <2y | + 2]
212520 | =2 |f2o) - J2a
Nzl -lea| <oy - 2]

+ [Rez|<|d, [Imz| <]

M&i s6 phic z=a+bi dude biu dién bdi mét va chi mot
diém M(a.b) trén mit phang toa do xOy.

Gia st z=a+bi=0. Géc ¢ tao bdi vects Oz véi chidu
dudng cua truc thuc (truc Ox) goi 14 argument cua z. Gia tri
chinh cla argument cia z duge viét 1a argz, 1a gia tri cua
argument cla z thudc [-x, n). Néu viét Argz thi d6 1a tap hop
tat ca cac argument cua z. Nhu vay,

Argz={argz + 2kn: k = 0,:1:1,,4.-:2,....} |
Véimoiz=0,dat r= lz\ ,@=argzthi:
z =r(cos@ +1sin¢) (1)
Dang (1) goi 12 dang lugng giac cua z. Khi d6:
z" =I|:Jn (cnsﬁr.p +isinng).
Trong trudng hgp p=1, xay ra dang thic:

(cos@+isin@)" = cosng+isinng (2)
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ding v61 mo1i n=0,x1,+2,... (2) goi 12 céng thitzc Moivre.

Ngo&i hai dang dai s6 va lugng giac, bang cach dat:

e'® = cosp +ising vdi moi ¢ € R
con ¢6 thé viét ze € duéi dang
z=pe*,p =z, =argz (3)
va goi (3) 12 dang mii cia s6 phitc z. Khi d6 néu
2 =12y = poe'®?

thi c6 céc dang thic:
i(p; +o32)

2129 = P1pge

= BLin-02) (3, 2 0)
P2

NIH
2 =

va z" =p"e'™ véimoi ne Z

va
cosQ = —é—(ei" & e'i")
: (E)

sing = -é(eiq’ ~ e'i“’)‘

va (E) goi 1a cong thite Euler.
V6i n21 va zeC. Can bac n cla z 1a s8 phitc we €
v8i w” =z . Khi @6 viét ¥z dé chi tap céc gia tri ctia can bac

nclhaz Khiz=0thi ¥0=0.N&u z#0 thi ¥z cé n gia tri va
duge cho bdi:

% = {JE[CGS 9+ Eo +1sin T 2]{“]}

n n

k=012..n-Lp=|do=argz
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Trong R? xét mit cau

=g R et e+ (200
va diém P=(0,01)e8§.

Khi 46 ton tai mét dong phdi M:S\P - C. Bf sung vio C
diém oo va dat tuong dng véi P ta nhan dude tap so phiie mg
rong ?:ﬂ:u{m} vi 1a phép dong phdi II:S S0, Diém
N (z) E‘:S\.P,Z e C goi 1a biéu dién Riéfnann cua s phic z

¢dn S goi 12 mat cdu Riemann biéu dién C.

Mbi anh xa £:N*={12,...} > C goi la mot day s& phic.
Viét z, =f(n) va ky hiéu day s6 phirc 1a {z,}. Day {z,} goila
hoi tu tél z eC vaviét limz, =z néu

n%m

Va:»() ,3ng(e) > 0,Vn 2 ng(e): l2, ~ 2| < &.

Néu z, =x, +1y,, z=x+iy thi }limznzz néu va chi
—m

néu limx, =x va limy, =y.

n—m n—=

Day {z,} goi 12 tién ra o va viét limz, =« néu
n=—w

VM > 0,3ng,¥n 20y :fz,|> M. .

Cé thé thay cac tinh chat sau:

Néu limz, =2, zn,zeﬂ: va limw,=w,w,,weC,

n=—so Nn—pad .

thi lim[z, | =

lim(z, +tw,)=limz, tlimw =z+w
n—+o n—+» n—»w

lim(zn.w) limz,. lim w, =2w.

o
noo n—+»  N=

" N&u limw, #0 thi
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limz,
lim Zn __noz
no=w,  limw,
n—=

Day {z,} héi tu trong € Xhi va chi kh1 nd la day
Cauchy, nghia la

Ve>0,3ny(e) >0.%¥n,m > n,, :[zn — z‘mf <E.

Cho day s8 phite {u,}c C. Biéu thitc"hinh thic”:

n
Wy Mo Fonre B 5o B Zun (4)
n=1

goi 1a mot chudi s6 phitc. S6 hang u,_ goi 14 s8 hang thi n cta

chuéi (4).
Véin=1,23,.. 44t
S, =u; +uy +....+U.,.

thi S, goi 12 téng riéng thi n cia chudi (4).

Day {S,} ., goi la day téng riéng ciia (4). Néu tén tai

o
limS, =S=» thi (4) goi 12 héi tu v& S goi la téng cua (4).

n—o

Khi d6 viét S= Zu . Chuodi khéng héi tu goi la phan ky.
n=1
Tiéu chuén sau day goi 14 tiéu chuin Cauchy danh cho
sy hoi tu cua (4). D6 1a: (4) héi tu néu va chi néu

Ve > D,Ein'ﬂ(s)l*:* 0,Ynz2ng,Vp21: 523-1 2Tt Bl < 8.
Véi méi aeC,r >0, ky hiéu:
Aa,r) = {ze C:iz-al< r}
goi la r - l4n can cda a.
Tap Uc C goi 12 lin can cua ar:ﬂ: néu c6 r > 0 sao
9
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cho A{a,r)cU.
Tap Gc C goi 1a md néu G la 1an can cia moi aeG.
Tap F < C goila déng néu G=C\F 14 mo.
" Gid st XcC.Difm aeX goi 1a diém trong cia X néy
X 12 1an can cua a. T4p cac diém trong ctua X goi 1a phan
trong cua X va ky hiéu IntX.
IntX 1a tAp mad 16n nhat chita trong X.
Diém aeC goi 1a diém tu cia X néu vdi moi l4n cén
U, cia a, U, nX\fa}*@. Tap céc diém tu cia X dudc ky
hiéu la X' va goi 12 tiap dan xuit thit nhat cia X. Diém
aeXgoi la diém ¢b lap cla X néu c6 lan can U, cha a sao
cho U, nX = {a}.
Tap cac diém tu'caa X c.img vél cac diém ¢ lap cua X
g:;:'t la bao déng clia X va ky hitu X. M3i diém ae X goi la
diém dinh cua X.
Tap X < C 1a déng néu va chi néu X = X.
Cé thé thay X la tap déng néu moi diy trong X hdi tu
thi gidi han phai thudce X.
Diém a e C goi 1a diém bién cia X néu véi moi ldn can
U, cua a thi U, NX#D va U,n(C\X)=2. Tap.céc diém :
bién cua X dudc ky hiéu 1a 6X va:
X = IntXuaX
Tap XcC g;gi la tap compact ( hay la compact) néu
moi dy trong X cé chita mt day con héi tu téi mét diém
thude X.
Mot két qua quan trong lién quan téi tinh compact cia
XcC 1:'21 dinh ly Heine - Borel. Gia su X< C. Khi d6 3 diéu

sau la tuong duong:
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1) X 14 compact.
9) Moi phi mé clia X chita mot phi con hitu han, nghia
13 véi moi hé cac tap mé {G,} ., sao cho Xc UGE thi c6

ael

| p
Oy, 0y &y 520 cho X UGU;
i=1

3) X la tap déng va bi chan.

Gia st o(t) va y(t) 1a hai ham thue lién tuc trén [a, b].
Khi d6 déng thic:

z=2z(t)=@(t) +iy(t), ast<b

cho bidu difn tham sd ctia duong cong lién tuc L = z([a, b))
trong C.

Trong truong hop o(t) va w(t) c6 dao ham ¢'(t) va
y'(t) lién tuc va 0 >(t)+y'2(t)# 0 khi te(a,b) thi L goi la
dudng cong tron.

Duodng cong lién tuc dudc tao nén t¥ moét s hitu han
duong cong tron goi 14 duong cong tron ting khic.

# l-n? N = = - . o .q\' -
Cac diém A = z(a) va B = z(b) goi 12 cac diém diu va
diém cudi cua duong L.

Duong cong L goi 12 kin néu A = B va goi 1a Jordan néu .
vl a<t; <ty <b thi z(t,) = z(t,).
Moi duong cong Jordan kin goi 12 chu tuyén.

Cho DcC. D goi 12 mét mién néu noé thda man 2 didu
kién;

a) D md. -

b) D lién théng nghia 1a véi a. b = D 1a hai diém bat ky
thi ¢6 duong cong L« D néia vab.

Néu ¥ 1a mét chu tuyén trong C thi y chia C thanh

11
WWW.MATHEDUCARE.COM



MATH-EDUCARE

hai mién cé bién chung la y. Mién bi chén ( khéng chy,
diém =) ki higu D} (hay D,), phén con lai ky hidu D7 va gy
14 mién ngoai gidi han béi y .Khi dob chiéu duong di trén y 13
chiéu ma ngudi quan sat nhin thady D} d bén trai.
Mién D goi 1 don lién néu véi moi chu tuyén yc D thi
D; <D (hay D,c D).

~ Trudng hop mién D gidi han phia ngoai béi chu tuyén

"y va bén trong bdi n chu tuyén ¥;,Y,----¥n S20 cho

yiny;=¢ khi i#j1<i,j<n va cac 7;(1<i<n) déu thuge

mién giéi han boi ¥ goi 12 ‘mién da lién (con goi la (n + 1)
_lién). '

WWW.MATHEDUCARE.COM
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BAI TAP CHUGNG |

L. SO PHUC, MODUN VA ARGUMENT CUA
SO PHUC. CAN VA LUY THUA CUA SO PHUC

1. Thuc hién cac phép tinh:
2+ 31
1+1
1
1+21

¢) (2+1)*

a)

b)

2. Tim médun va gia tri chinh cla argument cta cac sd
phiec:
a) 1+1
b) 2+3i
c) 2-3i
d) -2-3i
e)bi (b=#0)
f) a+bi (a = 0)
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¢) V6 +8i
d) ¥-2+2i

4. Chiing minh rang tap gia t:" Vz?-1 ndm trén mét
dudng thing di qua goc toa d6 va song song vdi duong
phan gidc cua goc trong chia tam giac véi dinh tai cac
diém -1, 1 va z ké tif dinh z.

5. Ching minh:

[zl +z‘-’|£l31|+|22l°}
2, — 29| 2 Ezﬂ—lzz“.
Giai thich xem khi nao ¢6 ddu ding thitc xay ra ?

6. Chitng minh:

ﬁ—l E]argz|

z-1|< Hz[ - 1] +lzfarg 2|
Giai thich xem khi nao ¢6 ddu dang thitc xay ra ?
7. Chitng minh: |

Iz, + 22]2 +lz; - 22|2 . 2([;112 3 |22|2)

Giai thich ¥ nghia hinh hoc clia déng thitc trén.
8. Ching minh:

il i gzziz - l21 i 3212 L= |21|2)(1 = lzzlz)

9. Ching minh bat dang thuc:
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it :
l2y + 29| 2 qull"' ];321;)| O B

|221l Izz‘ .
10. St dung cong thic Moivre, hay tinh:

a) (1 +14/3)%.

b) (1 +1)'%.

&) (___1__ _£ jy1001

11. Hay tim t4t ca céc sd phic z thoa man:

M—z=%+i

12. Tim cac tong:
a) 1+ CosX +C0s2X +.....+COSNX
b) sinx +sin2x +.... + sinnx

¢) cosx +Ccos3X +..... +cos(2n — 1)x

d)sinx +sin3x +.... +sin(2n - 1)x

*13. Gia st z,,z,,...,z, 12 n so phitc khéac 0. Hay ching minh
rang cac tinh chat sau 12 tuong duong:

(i) 1z, +29 +...+zn|?\21]+]zzl+...+lzn|
(11) argz, = argzy =....= argz
Zn

(iii) ,._1_1 =2

e~ T

14. Hay chitng minh réng néu [a| < 1,[b| <1 thi:

15
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Llal=[br | |a=b|_ ]+
‘1 la|{b|| Il ab| 1+|a} b

15. Ching minh ring v6i moi so phic a, b ta co:

b Bl o

1+|a+b[ 1+|a|+[b| - 1+|a| 1+b]

*16. (B4t dang thic Abel). Cho z,,2s,....,z, 12 mot hé hitu
han n s& phic va: '
Iﬂ.=max{1211,‘zl +22i ...... =|31 + 29 +....+zn|}
Hay ching minh ring véi moi hé hitu han n s6 thuc
a,2ay2....2a, 20 |

déu xav ra bat ding thic:

zakzk

<Ahay.

¥17. Cho n+l s8 phic z,2,,2Ze,....,2,. Hay chiing minh ring

n

1
néu Im(zz,)>0, 1<k <n thi: Z—-;to
k=12k
+18. Hay ching minh riing néu z,,2,,z; 12 nghiém cua
phuong trinh 2% -1=0 thi
2 +25 +23 =272 +2[23 + 2523

(¥n-e Z).

x19. Cho n s8 phtc 2,,2g,....Z, . Hiy ching minh rang néu

" 6 phitc z théa man
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z2-2, Z-2Zg zZ—-2z,
thi ton tai n s0 khéng A&m A;,A9,23,....,A, Sao cho
Py #Ag # o +dy =1

va Z=h2) +hoZg a2y

20. Chiing minh cac ding thic:

2
n n .
a) (n- 2)2]31{’2 + Zak = Z aj + aslg ;
k=1 k=1 1<k<s<n
n : ‘ n 2 .
b) n fax -[Dak| = 2 lak-ay
k=1 ik=1 1<k<szn

21. Chitng minh néu z, +25+23 =0 va [z,|=|z:|=|z3|=1 thi
Z,,29,Z3 14 ba dinh cla tam gidc déu ndi tiép trong

dudng tron don vi.

22. Tim céc dinh cua da giac déu n - canh, néu tdm cta da
gidc tai z = 0 va biét dinh z, caa da giic.

23. Biét z, va z, la cic dinh ké nhau cia da giac déu n -
canh. Tim dinh z; ké véi zy (245 #2z,).

24. Véi diéu kién nao thi ba diém z,,2,,z; khac nhau nidm

trén moét dudng thing.

25. Cac diént z),25,....,2, nam vé moét phia cia mot dudng

thing di qua goc toa d6. Ching minh cic diém

WWW.MATHEDUCARE.COM
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l,i ...... = ciing ¢6 tinh chat d6 va
Zy Z9 Z,
Zy+2g+...+2, #0
1 1 Xk
cing nhu —t—t..+— 20
Zy Z9 Z

n

26. Xac dinh ho dudng trong mit phang z cho bdi céc
phudng trinh:

2) Re==c (-0 <¢<+)
Z

b) Imi=c (—0 < ¢ < +)
-2
C)Rez-_zéc-
d)Im 2% =c
e)\ﬂ\=l (A > 0)
Z"ZE -
i)argz Aoq (-m<a<mn)
Z—Zo

1.2. MAT CAU RIEMANN
VA PHEP CHIEU CAU

27. Tim tao anh cla cac diém -1, 1, i trén mit céu

Rlemann S trong phép chiéu cau n:S — C.

98. Tim tao anh trén mat cau S cac tap hgp sau:

a) Tia argz=a

b) Pudng tron lzl =1

18 WWW.MATHEDUCARE.COM
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30.

31.

32.

33.
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Tim tao anh trén S cla cac tap sau:
a)Imz>0

b)Imz<0

c)Rez>0

d)[z] <l

1.3. DAY VA CHUOI SO PHUC

Gié st {u,}1a day s& phic sao cho {u,,, - u,} tién téi 0.
Chiing minh.
.u
Im-2=0,
n—=ec I
Cho hai day s6 phitc {u,} va {v,} hoi tu téi 0. Gia st

~ 2 n

ton tai a >0 sao cho VnEN,Z|VP|$O‘.. Ching minh
p=0

day:

n
W, = Zupvn_p hoi tu tdi 0.
p=0
F . # - - n
Ching minh néu chubi D e, hoi tu va |arg cn|£c'1'<:-—
2

n=1

thi chudi hai tu tuyét dsi.

Gia st z,--0,vneN va day {l—z—"—[} hoi tu. Hay chitng
5 - n n z

minh ring néu chudi ¥z, héi tu thi >_lza] cting héi tu.
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- - = gy _| 2 - &
»34. Gia su day s0 phuc I‘zn} thoa man:

(i) z, =0.neN.
(if) 20} < 201
(111) Z, =+

Ta goi s6 mi hdi tu cua day 1z, } 1 s8 thyc (duy nhit) &

sao cho, chudi Y hoéi tu véi moi o <Ava phan ky
al’

vl o>A.

Chitng minh rang s6 ma hdi tu cua day {zn} dudc tinh

theo cong thic

o Tl
mag}nhnl

*35. Gia st z, = z# x va {, = (. Ching minh rang:

a
-
Zyep T zEQnul +...t 3nC1

: —>z(.
n

*36. Gia su {Zn} 14 day sé phitc thoa man
[zn|=1 va z;#21, VneN
Z, >Z%1

Hay chiing minh ring:
n
[1 +22n ] il

= o

=9 k) - . - 2 g i

37. Gid sl cac chudi ) c, va > c; héi tu va Rec, 20.
- n=1 n=1

20
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. s s Sy B o i
Chiing mira chudi ) fc,|” cing hoi tu.
n=1

38. Chitng minh céng thuc:

n ' n-1l -
Zak_bk_ <= Zsk(bk - ]?{1“_1) + Sn}:n ~Sm-1bm

k=m k=m

Jdavl<m<n, S =a; +ap +...+3; (k21), So =0.

= 2 .t
39. Chiing minh chudi Y a b, hoi tu néu cé cac gia thiét:

n=1

a) limb,vn =0

n—w

b) Chudi 3 Vb, - b,.,| héi tu.

n=1

S Bl e
¢) Day +—=21.S_= » a; bichin.
) y {\ﬁ;} n EE; k
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CHUONG II
HAM SO BIEN SO PHUC

Gia st D c € 1a mot tap tuy .

Anh xa f:D— C goi 1a mét ham bién phiic x4c dinh
trén D.
Neéu viét
w-:r f(z) = w(z) +iv(z) = u(x.y) +iv(x,y), zeD
thi viéc cho mot ham bién phitc w = f(z), z € D tuong dudng

véi viéc cho 2 ham u va v cha hai bién thuc x va y véi
(x,v)eD. '
Ham f:D — C goi la don diép (hay 114) trén D néu fla
don anh trén D. '
Gia sit £:D—C va z, €D la diém tu cha D. S8 phite
a € Cgoi 12 gi6i han cdia f khi z thude D, z ti€n t6i z, va viét:
a = lim f(z) néu va chi néu ve>0

229
zeD

35>0,vzeD:0<|z—z| <3 thi [f(z)-a|<e

TruE}ng hop z, =« thi a=1limf(z) nghiala
I

< zeD
Ve > 0,5M >O,VzED:]zl:>M

-2
A ]
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thi [f(z) - a|<s
Khia = o thi lim f(z) = © nghia la:
2,

zeD
YM>0,38>0,vzeD:0<z-2,|<b

thi [f(z)] > M.

Gia su f:D—>C 1a ham phttc xadc dinh trén D va
z, € D. Ta néi f lién tuc tai z, néu mét trong hai diéu kién
sau dugc thoa man:

a) Hoic z, 1a diém c6 lap ctia D.

b) Néu z, khong la diém c6 1ap cta D thi:

im f(z) =f(z,).
115

N&u viét £(z) = u(z) + iv(2) thi f lién tuc tai z, €D khi
va chi khi u va v lién tue tai z,..

f dude goi 1a lién tuc trén D néu f lién tuc tai moi ze D.

f dugc goi la lién tuc déu trén D néu

ve>0,36>0,Vz),25 #0,2,,29 € I):|z1 -zﬂ| <d

thi If(z)) - f(zq)| < &

Dudi day 1a két qua vé ham lién tuc trén tip compact
Ke C:

Dinh ly 1: Néu f lién tuc trén tap compact K < Cthi {
lién tyc déu trén K.

Dinh 1y 2: Néu f lién tuc trér. tip compact K< C thi
ham z - [f(z)| dat duge can trén ding va can duéi ding trén

K.
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Pinh 13 3: Néu f lién tuc trén tap compsze: K < Cthj

f(K) la compact.
Gia st Dc C la mot tap tay y va f,f,.....5 ... 1&

ham phtic xac dinh trén D.
“Biéu thic” hinh thiec:

£, (2) +£5(2) + o+ £y (2) o = D £y (2) (1)
. k=1
gol 14 mét chudi ham trén D.

- n &
V6i moi n 21, dat: S, (z)= Y fi(z) thi ta dugc didy ham
k=1

{8n(@)},2,: Dy nay goi la day tdng riéng ctia chudi ham (1).

Néu tai z E_D dﬁ){ {Sn(z)} hdi tu thi ta néi (1) 1a héi tu
hay kha tdng. Tap D,= {zeD: (1) hoi tu } goi 124 mién hoi tu
cua (1). Tap D, = D\ D, goi 12 mién phan k¥ cta (1).

Trén tap D, c6 thé xéc dinh ham S:D; - C bdi
S(z) = lim S (z)

va 5(z) dude goi 12 téng cha (1) trén D, va viét

S(z) = > fi (2),zeD, (2)
k=1

- Gia st D; 124 mién hgi tu cta (1) véi S(z) 14 t6ng caa (1)
trén do.

Chudi ham (1) goi 12 hdi tu déu vé S(z) trén D, néu day
{Sn(2)} hoi tu déu vé S(z) trén D, nghia la:

Ve >0,3n,(e) >0, Yn2n,(e)Vz e D, : IS (2)—S(2)|< ¢

- Hai két qua sau thudng duge dung khi xét su hoi tu
déu cua mot chudi ham.

24
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Dinh 1y 4 (Tiéu chudn Cauchy): Dé chubi (1) hoi tu déu
tréen Dc C cdn va du la
Ye>0,3n,(e)>0,Vvn2n,(e),Vp=21,vzeD

XAy ra: s @)+ oo+ £ (2)] < (3)
Dinh ly 5 (Ddu hiéu Weierstrass): Gia su chudi sd

= vl
dudng Y a, hoituva

n=1
f.(z) <a, ¥n2n, VzeD
thi (1) hoi tu déu irén D. |
Trudng hop chudi (1) héi tu déu trén D, con cac ham f;

ka(z) ciing lién tuc

lién tuc trén D thi ham téng S(z)=
' k=1

trén D.

M5t loai chudi ham quan trong va déng vai trd cot yéu
trong 1y thuyét ham bién phic 1a chubi lay thita.

Chudi ham c6 dang

Y eal(z=2,)" =Co +C1(2-2Zg) + e #Cx (2= Zp)" +.oe (4)
& dé c, la cac sé phic, z, € € cd dinh goi 1a chuoi luy thita

tar z,.

D6 véi chudi ham (4) tén tai R >0 duge xéc dinh bai:

R = 1
lim supyc
Lim supgfe|
sao cho (4) hdi ‘u tuyét déi tai moi z: o —2z,| <R va phan ky

khi [z-z,|>R.
S6 R goi 12 ban kinh hoi tu cua (4).
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Ngudi ta xéc dinh dudc mdt s6 ham so c&p bién s8 phy,
qua chudi liy thita nhu:

o Z!‘l
s g = —[
e ol
2n+1
SINZ = -1
) Z( a @2n+1)!
En
e cosz= » (-1)"
;{1 (2n)!
o« In+l
Z
e shz=
:L:‘E,(Enﬂ)'
w _2n
e chz = Z %
~(2n)!

Ham 50 mi w = e* ¢6 mdt sd tinh chét quen thudc nhu
ham s& mi bién sd thye, chang han:

Z Z Zy+2
e gl g2 = U1t R2

el

= = e11 -Zz

e™
ee?20,Vzel
Tuy nhién né c¢6 mdt so tinh chat dic séc hon nhu:
e e =cosz+isinz,zeC
o @127 = 62 42y ra cho moi k eZ
Hon nita néu z = x + iy thi

EZl.__.BK
e Arge* =y+2knkeZ

Ngoai ra cac ham sinz, cosz, shz, chz c6 quan hé véi
nhau nhu:

e ishz = siniz
e chz = cosiz

26
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BAI TAP CHUONG I

40. Cho 4anh xaw =z2. Tim:
a) Anh clia dudngx=c,y=c, x =y, lz|=R, argz=a

b) Tao anh cua duéngu=c, v=c.

| QP
41. Cho anhxa w= s Tim:

a) Anh cla cdc dudngx=c. vy =¢, x =Y, [zl=R,'lz—1|=1

b) Tao anh cua dudngu=c,v=c.

42. Tim 4nh cla dudng tron |zj=R qua 4nh xa w=z+— va

Z
1
W=Z-——
2
z
43. Tim anh cla dudng tron |z{=1 qua 4nh xa w= T
- -z

44. Tim médun va gia tri chinh cla argument cia cic sd

phitc 2", e, —2e (a >0,|¢| < 7, e (lo|<m).

45. Tim phin thue, phan 2o va mddun cla céc 6 phuc:
a) cos(2+1)
b) sin2i
c) tg(2-1)
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46. Ching minh cac dang thic sau:
: 2
a) sin?z+cos*z=1

i T
b)sinz = cos(; -z)

il

') sin(z, +29) = sinz; C0sZy +C0S2; SINZy

d) cos(z, +25) =052, COSZg —SIN Z; SINZp

47. D61 véi cac ham e, sinz, cosz, tim tap céac gia tri z sao
cho 6 d6 chiing nhén:
a) Cac gia tri thuc.
b) Céc gia tri ao.

48. Ngudi ta xac dinh Lnz=Inr+igp+2nik - (keZ) néu
z =re® (0<o<2n)va Inz=Inr+ig, Inz goi l1a nhanh
chinh cua Lnz. Xac dinh:

a) Ln4, Ln(-1), Ln(2 - 3i)
b) In(-1), Ini.

49. Cho anh xa w=¢€%, Tim:
a) Anh clia cac ducngx=C, y=C.
b) Tao anh cia dudng p=6 (0 <6 < )

50. Xac dinh thém gia tri cta cic ham sau tai z = 0 dé
chiing lién tuc taiz =0
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51. Xét tinh lién tuc tai z =0 cuz céc ham phic duge xéc
dinh tai z # 0 bdi cac biéu tate cho dudi day va bang 0
taiz=0:

Rez

a i —
) 1+2z.

b) z ! Rez

¢) z2Rez’

i

52. a) Chiing minh ham w=e % lién tuc déu trong hinh
tron |z/<R bodiz=0

b) Ham w=e = ¢6 lién tuc déu trong mién d ciu a hay
khéng ?
=1 :
53. Cho ham w=e ? dudc xic dinh khi z # 0. Chitng minh:

a) Trong mién 0<|z<1, largzj<— ham nay bi chén

| H

nhung khong lién tuc.

s it % % R
b) Trong mién 0<[7<1, |argz';£a<:-:; ham nay lién tuc

L

deu.

54. Gia sit ham w = f(z) lién tuc déu trong |7 <1. Chitng
minh d6i véi mdi & thude dudng trdn |zl=1 va moi day
),
gidl han nay khﬁng phu thudcvao day {zn} va ham st
nhan duge tir ham w = f(z) cing véi cac gi‘é tri giéi har

tai cic diém thudc dudng tron don vi 1a ham lién tuc
trén |7 <1. .

2,|<1, z, > ton tai limf(z,). Ching mink

n—x
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CHUONG III
HAM CHINH HINH VA ANH XA

PUGC THUC HIEN BOI HAM CHINH HINH
W

——————— — ——————————

Bét ddu tif chuong nay; ching ta sé di sdu tim hi€u
ki&n thitc su sic cta bs mén Ly thuyét ham bién phitc.

ChoD ié tap md trong € va f:D — € 1a ham phite xac
dinh trén D. Gid st zva z+Az€ D. Néu ton tai:

. f(z+Az)-1(z) (1)
Az—0 Az )

thuoc € thi giéi han (1) goi 12 dao ham cua f tai z va ky hiéu
f'(z) hay -cli-.—(z)
dz
Ham phic f c6 dao ham tai z goi 1a kha vi phic hay C -
kha vi tai z. '
Bing quy nap c6 thé xac dinh duge khai niém dao ham

cap k cua f tai z boi:
@) =) (2), zeD, k21 @
véi quy udc: f° =f
Cé thé thay nhitng quy tic sau la dung:

Dinh 1y 1: Néu f(z) va g(z) 12 kha vi tai z,, a,peC thi

0?

30
WWW.MATHEDUCARE.COM



MATH-EDUCARE

- f # - * & (3 w
of +pg. f.g va =(g(z,) # 0) cing kha vi tai z, va:
g

a) (of +Bg) (z,) = af'(z,) + B (z)
b) (£.8) (2o)=£'(2o)-£(20) +£(2,)-2'(2,)
C) {f_] (zu)= f(zﬂ)g(zng_f(zujg (Zo)-
g =g b
d) Néu w = f(z) kha vi phttc tai z, va g(w) kha vi phic
tai w, = f(z,) thi ham gf khayi phic tai z, va:
(g£) (z,) = £'(E(z, ) £(z)

Sau day la mét diéu kién quan trong thudng goi 1a diéu
kién Cauchy - Riemann dé xét tinh C - kha vi tai z,. Tuy

nhién ta cin khai niém sau: Gia su
- w=f(2) =u(x,y) +iv(x,y)
1a ham phitc xac dinh trén tap mé DcC va z, €D. Ham f
goi 1a R? - kha vi tai z, néu hai ham thuc u(x, y) va v(x, y)
kha vi tai z,.
. "Ta c6:
Dinh 1y 2: D&£:Dc C - C 12 C - kha vi tai

z =x+1iy e D diéu kién cdn va di 1a f 14 R? - kha vi tai z va

thoa man diéu kién Cauchy - Riemann

(6u ov
(C-R) 45”‘(2)_53’(3).
T E

Gia st DcC 1a tap md va f:D— € la ham phuc xéac
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dinh trén D.

Ham f goi 12 chinh hinh (hay giai tich) tal z, € D n&y
tén tai mét lan can U(z,) c D cua z, saochofla C - kha vi
tai moil z € U(z,).

Ham f goi 1a chinh hinh (hay giai tich) trén D néu f
chinh hinh-(tudng tng, giai tich) tai ingi zeD.

C6 thé thiy ring w=1{(z)=u(x,y)+ jv(x,v) la chinh
hinh trén D néu f 12 R? - kha vi trén D va hé (é - R) xay rd
tai moi z< D. '

Ky hiéu H(D) la tap cac ham chinh hinh trén D. Khi dé:

a) H(D) 12 mét khong gian vecto trén D.
b) H(D) la mét vanh.

¢) Néu f € H(D) va VzeD,f(z)#0 thi % < H(D).

Dinh Iy 3: Néu f:D—-D, va g:D; —» C lan lugt 1a cac
ham chinh hinh trén D va D,. Khi ¢6 ham hgp gf:D-»C
chinh hinh trén D. | -

DPinh ly 4: Téng cha chudi lay thita
o
S@)= Ye,(z-z,)"
n=0

¢6 ban kinh héi tu R > 0 1a ham chinh hinh trén hinh tron
]z—zD[«c:R. Hon nita dao ham cac cdp cua S ciing 12 ham

chinh hinh trén [z-2z,| <R va ching cho bdi:

32
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S*)(z) = in(n “D..n+k-1e,(z-2,)""
=k

Gid st w = f(z) khd vi phic tai z, €D va f(z,)=0.
Néu / 1a mét dudng cong tron di qua z, con L = f(I) lé‘du'ang
cong tron di qua w, =£(z,). _

Khi d6 argf'(z,) la géc quay cua tiép tuyér cta duong
cong ! tai z, trong 4nh xa duge thuc hién badi f tdi trﬁng vii
ti€p tuyén cla dudng cong L tai w, =f(z,).

Hon nta véi gia thiét f'(z,) = 0 thi géc gita hai duong
cong tron tuy y qua z, duge bao ton (ca vé hudng 1an 'dij 16n)
qua anh xa dugdc thuc hién bdi f. Ham cé tinh chat dé goi la
bao toan géc tai z,.

Dong thoi k =|f'(z,)| thé hién hé s& co dan déu trong
anh xa duge thuc hién bdi ham f 6 14n can tai z, .

Ham f:D— C goi 1 bao giac tai z, € D néu f bao toin
goc tal z, va cé hé so co dan déu tai z,. Ham f goi la bao
giac trén D néu f bao giac tai moi ze D. |

Dinh ly 5: Ham f bao giac trén D khi va chi khi f chinh
hinh trén D va f(z) #0 tai moi ze D.

] Mét dang anh xa bao giac thudng gap trong 1y thuyét
ham phiic la 4nh xa phén tuyén tinh. D6 14 4nh xa cho bdi:

az+b
cz+d

—

,ad-be=0

a, b, ¢, d 12 céc hang s6 phe.

Anh xa phén tﬁyé'n tinh la mot song anh tu Clen C
va bao giac khép noi trén C. N6 c6 tinh chat bao toan dudng
33
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tron va hinh tron, nghia la bién duong tron thanh dudng
tron va bidn hinh tron thinh hinh tron. N6 bao toan cip
diém 451 xing qua dudng tron va bao toan ty so kép.
Cé hai dang anh xa phan tuyén tinh can chd ¥ khi ép
“dung.cho bai tap. D6 1 anh xa phén tuyén tinh bién nia
mat phing trén Imz >0 1én hinh tron don vi |w|<1. Dang

cua loai nay la:
= eiﬁ,E:—E, Ima>006eR
Z-a
Dang thit hai 12 anh xa phén tuyén tinh bién hinh tron
don vi |z] <1 1én |w| < 1. Bieu thic ciia loai nay cho bdi:
w=el 2 la| <1
l-az
Ngoai anh xa bao gide dude cho bdi ham phéan tuyén
~ tinh, mét s0 anh xa bao giac duge cho bdi cac ham so khac
' ma ching ta sé lan lugt néu ra sau day rit cAn ding trong
bai tap vé xay dung cac dang 4nh xa bao gidc bi€n mot mién
nay trong mit phing phiic 1én mién khac.
Ham Jukovski

1 1
W=—lz+=|"
2( z)

chinh hinh trén € \ 0. N6 bao giac tai z = 0,%1.

N6 1a m6t 14 trén phan trong hay phan rigoai cta hinb
tron don vi. N6 bién phén trong hay phin ngoai cua hinb
tron don vi thanh ca mat phing ¢6 khia theo ~1,1].

Ham m cho bdi:

W= e? = My
* N6 chinh hinh trén mat phing € va do w'(z)=¢"*'

khi ze C nén né bao giac khip ndi trén C .
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N6 1& mgt la trén cac dai c6 d6 rdng 2n song song véi
truc thuc. No bién cac dudng thing x = ¢ thanh cac dudng
tron

|w| = e®
va bién duong y = ¢ thanh tia argw =c+ 2kr.
Ham ngudc (da tri) cia ham mi 12 ham
w=Lnz= 1n|z| +1(argz + 2kn),k = ('),-l_-l,i2,'...‘.
C& dinh méi k ta dude mot nhanh don tri cia ham s§ da
cho va viét
(Lnz), =Inlz|+i(argz+2kIT)
Méi nhanh don tri nay dude xac dinh trén C* = C\ {0}.
Truong hop k = 0, nhanh '
(Lnz), =Inz=Inr+jargz
=1f1r¥itp,z= re'® 0 < p<2n

goi 1a nhanh chinh cua Lnz.

35
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BAI TAP CHUCNG Iil

55. Kiém-tra diéu kién Cauchy - Riemann d6i véi cac ham
z" ,e*, cos z, sin z v ching minh
)
(zﬂ }r - nzn-l I (EZ) - ez‘
[ . < L3
(cosz) =-sinz,(sinz) =cosz
56. Tim céc hing sd b, ¢ dé ham:

a) f(z) =x +y +i(bx + cy)
b) f(z) = cosx(chy + b shy) + isinx(chy + ¢ shy) 1a C - kha
vitaize C.

87. Cho ham f(z) = ]x2 —yzl+2i|xy| Tim cac mién trén C sao

cho f 1a chinh hinh tai dé. |

58. Gia st Qc C 1a mét mién va 9 e CH(Q),
N ={weQ:p(w)= 0} va véi weN thi grad @(w) = 0.
Ching minh néu £:Q, - Q, véi Q, l1a mién trong C, la
ham chinh hinh trén Q, va f(Q,) « N thi £ 13 hing sb.

59. Gia st f(z) = u +iv= pe’ 12 ham chinh hinh trén mién
. D c C. Ching minh néu mt trong cac ham u, v, p, 6 12
hang sd thi f 12 hing sé6.
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60. Gia su z=re'" vj f(z)=uir,p) + iv(r,0). Viét phuong
trinh Cauchy - Riemann trong toa dé cuc.

61. Ching minh néu f(z)=u + iv 13 ham trong C - kha vi tai
z va s,n 1a hai vectd trye giao, goc quay theo hudng tir s
td1 n ngudc chiéu kim déng hé thi:
du, . v, o, . -av
—((2)=—2), —(z2)=-—
s ) En() an() ES(Z)

2 4. € 9 .. ., " L

0 d6 — va — la cic dao ham cta ham u va v theo
cs cn

huéng tuong ting.

62. Ching minh ham f(z) =|z] khéng € - kha vi tai diém

nao cua C.

63. Ching minh cac ham:
a) f(z) = z. Rez

b) f(z) = of*
chi C - kha vitaiz =0.

64. Ching minh ham

s néuzz=0
f(z)=<x*+y
0 néuz=0

thoa min diéu kién Cauchy — Riemann tai z = 0 nhung
kkéng C - kha vi tai dé.

65. Chitng minh ham:
f(z) = |4°(1+i)Im 2>
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thda mén diéu kién Cauchy - Riemann taiz =g ¢ .
C - kha vi tai z = 0 hay khong ?

66. Cho ham sd:
i(z)= 22 422 —EE +22 —7.
Hay tim nhiing diém tai d6 ham f la C - kha vi va hay
tinh dao ham phic tai nhing diém nay.
67. Hay xac dinh cac hing s6 dé ham sau day kha vi phie:
a) f(z) =x +ay +1(bx + cy)
b) f(z)=x2 +axy +by? +i(cx + dxy + y?%)

68. Xét tinh € - kha vi cia ham sé:

trén C.

69. Cho ham s6 f: D — C chinh hinh trén mién D va l.kéng
dbéng nhat hing s5. Ching minh ring khéng n ta
r e R dé:

f(D)c{zeC:|z|:r}

*70. Gia su w = f(z) = u(x,y) + iv(x,y). Chitng m .nh céac khang
dinh sau: :

a) Néu ta1 z ton tai lim [Rei] thi +d1 tal _55(3) vé
_ Az—0 Az ox

2 va Z@=20).

dy
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" . 2 . o W XN e o . du .
b) Néu tai z ton tai lim|Im—— thi tén tai —(z) va
Az—0, Az i ay

-?—V(z) , dong thai
ox

cu

cy

c¢) Néu gia thi€t thém cic ham u va v kha vi tai z va tén

tal mot trong hai gidi han & a) hay b) thi giéi han con
lai cling ton tai va suy ra tinh € = kha vi tai dé.

&) = =2 1)
CX

71. Gia sit ham w = f(z) = u +iv tai diém z théa min

a) u, v kha vi tai dé.

b) Tén tai lim
Az

Az—0

Chitng minh khi d6 hoic f(z) hoac f(z)1a € - kha vi tai
d6 |

*72. Gia st u(x,y) va v(x,y)la cac ham lién tuc va ¢ cac dao
ham riéng cdp 1 lién tuc tai z, = x, +iy,
va
f(z) = u(x,y) + iv(x.y).

Néu ton tai:

- "1 = - [}
Aﬂlbl }f(zn+hj—f(zu)|
thi hogc f, hoc f 12 € - kha vi tai z,.
73. Ching minh ham f(z)=x(x? +y%)™' —iy(x%? +y?)! 12

chinh hinh trén C\ {0}

a5
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s74. Néu f = u +iv la chinh hinh trong mién D vd u?=,
trong D thi f 1a hing s0 trén D.

2. a2 _ - ‘
75. Gia su ﬁu=-a——u—+-(’—-l-l-. Chitng minh néu f 1a ham
* o2 Ey?‘ _

chinh hinh va f # 0 trén mién D thi

AE@) = )i ') z € D.

76. Chitng minh déi véi ham f chinh hinh trén mién D:
(i) - 4

77. Tirﬁ dang téng quat cia anh xa tuyén tinh bién:
a) Nita mit phdng trén 1én chinh né
b) Nita mit phéng trén lén ntta mit phing dudi.
¢) Nita mat phing trén lén nita mit phéng bén phai.

A a = ~ 1 = - b > - =
78. Do1 véi ham w ==, hay tim anh cua cic dudng
z

a) Ho duong tron x? +y> = ax,
b) Ho dudng thingy=x+b.
c) Ho dudng thing y = kx.

79. Cho ham phén tuyén tinh

az+b
cz+d
véi f(0) = -1, f(x) = 1, f(1) = -,

Hay mé ta anh qua anh xa f cia

f(x)=

(ad -bc=0)

a) Nia mat phing phitc H= zeC:imz> 0}

WWW.MATHEDUCARE.COM



MATH-EDUCARE

b) Tap cdc nua dudng thang xuat phat t¢ 0 va chua
trong H.

¢) Tap cac nita dudng tron tam tai O va chia trong H.

d) Tap cic nita duong théng vudng géc véi truc thuc va
chiia trong H.

80. Tim dang tdng quat clia 4nh xa phin tuyén tmh bién:
a) Nlta mit phang trén 1én chinh né.

b) Niia mat phdng trén 1én nia méat phiang dudi.

81. Tim anh xa phan tuyén tinh bién nita mat phang trén
- 1én hinh tron don vi |w| <1 sao cho:

a) w(i) =0, argw'(i) = -g
b) w(2i) =0, argw'(21) =0

c) w(a+bi)=0, argw'(a+bi)=6 (b > 0).

82. Tim anh xa phan tuyén tinh bién Imz > 0 lén
[w~wo|<R sao cho diém i bién thanh tam ciia hinh

tron va dao ham tai dé duong.

83. Tim 4nh xa bién |7/ <2 1én ni¥a mat phing Rew > 0 sao

cho w (O) =1, argw'(0) =

to!:

84. Tim anh xa bién |z-4i|<2 lén na mat phing v > u

sao cho tdm cua hinh tron bién thanh dlem -4, diém 2i
bién thanh w = 0. '

85. Tim anh xa bién |¢] <1 lén |w| <1 sao cho:

41
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1 e
a) w{5)=0.argw[-§}-0.
1 g At %
b) w{—-ﬂ-ﬁ,argw[—-z—]—z

c) w(a)=a, argw'(a)=a (|a] <1).

86. Tim anh xa bién hinh tron |7/ <R, 1én |w] <Ry sao cho

w(a) =b, argw'(a) =« (ia|<.R1,]b|<H2).

- 1
87. Tim anh xa bién |z <1 lén [w-1<1 sao chow(0) ot
Wiy =0. |

88. Tim anh xa bién |z—2! <1 lén lw - 2i] <2 sao cho

w(2) =1, argw'(2) =0

89. Tit bon s8 phic z,,2,, 23,24 ¢6 thé xac dinh dude nhiéu
nhat bao nhiéu ti s6 kép phéan biét.
90. Cho ham phan tuyén tinh

: b
£(z) < B2+
@ cz+d

a) Nhiing diém nao ciia € U o 12 bat bién dai vdi f.
b) C6 thé néi gi vé day f"(z)véi z 1a diém nao dé thugc
Cuw

¢) Trong trudng hgp f ¢6 hai diém bat dong phén biét hﬁi
tim diéu kién cin va dl dé ca mot duong tron hodc md
" dudng thdng 12 bt bién qua f.
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91. Tim ham sd anh xa géc O<argz<na (0<a<2) Ién

nia mat phing trén.

92. Tim ham s8 dnh xa nita hinh trén |z/<1, Im z > 0 lén
ntia mit phéng trén sao cho:
a) w(-1)=0, w(0) =1, w(1) =
b) w(xl) =71, w(0) =

C) w[.i_]=1 ar W'(.l—)—....j_t.
it 1

: 93. Tim ham s6 anh :xa cidc mién da chi ra lén nida mat
phing trén:
a) Mat phang co khla theu [-1, 1]
b) Mat phing c6 khia theo [z,,zz]

c¢) Mat phing c6 khia ndm & géc phan tu thit nhat xuat
phat tit diém i va song song véi dudng y = x.

94. D61 véi ham Jukovki w = —%(z +~1-) Hay tim anh ctia:
i G e o Z - : .
a) Hinh tron lZl<R<1.
b) Mién H}R}l.
- ¢) Hinh tron [z <1.
d) Nua hinh tron , ]{ | lmz}O

e) Nua mﬁt phéng tren Im z> ﬂ

95 Ding ham Jukovki, tim anh Xa cidc mién sau ]en nua
mit phing trén:

WWW.MATHEDUCARE.COM



MATH-EDUCARE

' 1
a) Hinh tron ]z} <1 c6 khia theo [—2-,1
b) Hinh tron ]z\ < 1c6 khia theo [— i D] vala,1] (0<a {‘1).
96. D&i vdi ham w = e?. Tim anh cua:
a) Ludi duong thingx=C,y=C.

b) Dai 0<a<y<P<2n
¢) Nita daix<0, O<y<psin.

97. Gia sit ham f(z)= Y c,2" giai tich trong Zj<1 va anh

n=0
xa mot 14 n6 1én mién G cb dién tich S. Chtmg minh
S=n ancnf
n=1

*98. Gia st F{t)=t+ t1+‘t_2+ = t+z-t— gial tich tru?
. k=1

t = o va mdt 14 trén ]tl -5 Chu:ng minh ana l <1.

‘n=1
*99, Chitng minh néu ham f(z) =z+cyz® +.... 12 ham giai

tich va mdt 14 trong |7/ <1 thi |e,|< 2.

#100. Gia st f(z) =z+c,2” +.... 12 ham giai tich va 1 14 trong
|z[<:1 va c € C la diém khong thude anh cia ham da

~ cho. Chitng minh CE: Z .
Tir 46 suy ra két qua sau: N&u ham s& trén la giai tich
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vi mdt 14 trong [z| <1 thi &nh cda |2/ <1 qua 4nh xa

w= f(z) =z+cpz” +....

phi hinh tron |w] < i—

*101.Cho ham w=F(t)=t+ao+%3-+%+..“ -1a-ham giai

tich va mgt 14 trén mién [t/>1 trit t = w. Ching minh

khi d6 bién cia anh nim trong hinh trén lw-a, <2.
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CHUONG IV
LY THUYET TICH PHAN
CUA HAM CHINH HINH

m

Trong chuong nay ta luén col y la mot duong cong tron
ting khuc trén € véi diém dau A =y (a) va diem cudi B = y (b).

Trudng hop y 1 chu tuyén thi d6 12 mdt duong cong Jordan
kin, tron tiung khuc. g

Gia sit vy 1a mot duong cong trén € véi diem dau A = y(a)
va diém cudi B = y(b) va f:y— € 1a ham phic xéc dinh

trén y.

Thuc hién phan hoach T chia ¥ thanh cac cung ¥, bdi
cac diém chia
A =15 N1N2sereees Tk og 2N seeeees My = B
& dé Yo= Meafx, 1 <k<n

Trén mdi cung vy, 1Ay méi diém &,, 1 <k <n, tay y Vi
lap tong:

S(M) = Y &)k ~Ng-1) (1)
k=1
Giasu  d(M)=max{n, -n,_,{:1sk<n}.
N&u tén tai giéi han (1) khi d(I1) — 0 khong phu thud¢
vao phép phan hoach Tl va cach chon &, thi gi6i han dO 8%

la tich phan cua flay trén y va ky hiéu
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Jt(z)dz = d(lililgnngt-k)(nk ~Nk-1)

Ham f ¢6 tich phan trén y con goi la kha tich trén y.
Neéu viét f(z) = u(x,y) +iv(x,y) thi

Jf (z)dz = Iudx - vdy +1 Iudy + vdx
| Y ¥
6 dé vé phai la céc tich phan dudng loai II cia cAcham u va v.
Tich phan phic ¢6 mét s8 tinh chit sau:
1) Néu " - la dudng cong nguge hudng véi y thi
jf (z)dz = - If (z)dz
- ?'" ‘f .
2) Néu fog 1a cdc ham kha tich trén Y. o,peC thi
of + g cung kha tich trén y va:

I{af +fBg)dz = dez - BIgdz
7 Y oy
3) Néu y dugc phan thanh y, va v, thi

jfdz: jfdz+ [fdz

Y N 12

4) Ifcdz < _ﬂf(z !dz[<sup|f(z)|1

LETY

0 d6 1 1a d6 dai'cha duongy

5) Néu z=¢(n) la R? - kha vi lién tuc, anh xa 1 - 1
duang I" 1én vy thi: |

[f(2)dz = [flo()e'(n)dn
Y I

47
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Trudng hop y 1a dudng cong kin thi sau khi xac dinh
huéng duong trén y nguoi ta 14y hal diém A, B tiy ¥ khac
nhau thuée ¥ sao cho chiéu tit A tdi B la cung chiéu véi dinh
hudng dudng cua y va xac dinh:

[fdz= [ f(z)dz+ [£(z)dz

¥ AB BA*

D&i v6i y 12 chu tuyén trén C thi tich phan cua f 14y
trén y ludon duge hiéu 12 14y theo chiéu ngudc chiéu kim déng
hd va viét: _

[f(z)dz
Y
Duéi day 1a mot s6 két qua quan trong dsi véi tich
phan cla cac ham chinh hinh.
Pinh 1y 1(Cauchy): Néu w = f(z) chinh hinh trén mién
don lién D va y 1a mot chu tuyén thuge D thi:
[fz)dz=0
T

Dinh 1y 2: Gid sit D 12 mién don lién bi chan véi éD 1a
mét chu tuyén. Néu f 12 ham chinh hinh trén D, lién tue trén
D=DudD thi

[f(z2)dz =0
g0}

Truong hop D 12 mién da lién véi bién gdm céc cht
tuyén Y1:Y2sTns a dé Y1sY2aemee »Yn do1 m@t khﬁng giaﬂ

- L] 9 A
nhau va tat ca thudc vao D,,D=D,\ UD,,,Ii thi dinh hudné
| k=1
cua bién D dude hiéu:
ED=F 9] sy
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Khi d6
Pinh ly 3: Néu D la mién (n+1) - lién, f 12 ham lién tuc
trén D =DwaD, chinh hinh trén D thi:

jfdz =0
oD

Cac két qua trén goi 1a cac dinh 1y Cauchy (cho mién
don lién va da lién). T cac dinh 1§ nay c6 thé nhan dude

Dinh 1y 4 (Cong thic tich phan Cauchy): Gia st f la
ham chinh hinh trén mién D va z, e D. Khi d6 véi moi chu

tuyén y c D sao cho z, e D, ¢ D tacé:

1 Jf(t)dt-

2mi = t"ZU

Gia su I' 12 mot dudng cong Jordan, con f(t) 1a ham
lién tuc trén I'. Khi d6 c6 thé xac dinh duge ham
F:C\r — C cho bai:

f(z,) =

Flz)= :;:i J
;

f(t)dt
t-2z

(2)
Ham F dudc xac dinh bai (2) goi la tich phéan loai
Cauchy.

f(t)dt

t—-2

1a chinh hinh trén

Dinh Iy 5: Ham F(2)= — |
. 2m ¢

C\T, va né c6 dao ham moi cdp va dudc cho bdi cong thie:

n! _[ f(t)dt
2m : (t __z)n+1 s

Nhu mot hé qua ciia dinh 1y nay va d':jnh ly 4'ta ¢

F(z) = n=01,..
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Pinh ly 6: Gia st f chinh hinh trén D. Khi dé f ¢6 dao
ham moi cip trén D va cac dao ham nay cung la cac ham
chinh hinh trén D. Céc dao ham cua f cho boi cong thuc:

f[lli(z} -

n' J‘ f(t)dt_}_‘n =il
. n+

| 2m g (t .-z)

& d6 y 1a mot chu tuyén tiy ¥ thude D sao cho ze D, c D.

Tit nhitng k&t qua nay ta nhan dudc dinh ly sau, xem
nhu dinh 1y dao cua dinh ly Cauchy.

Dinh 1y 7 (Dinh ly Morera): Gia sit f 1a ham lién tuc
trén mién don lién D sao cho tich phan cia né theo moi chu
tuyén trong D déu biing 0. Khi d6 f ]a ham chinh hinh trong
mién D.

Duéi day la cac hé qua rit ra tir cong thic tich phén
Cauchy

Dinh ly 8 (Bit ding thic Cauchy):

Gia sit f 1a ham chinh hinh trén mién D, aeD va

0<r<d(a.fD) va
M(a,r) = sup |f(z)|

z-a|=r .
Khi dé xay ra cac bat ding thitc:
|
@) < —%—l =012.....
Dinh ly 9 (Dinh ly Liouville):
Néu-f la ham chinh hinh va bj chan trén C thi f 12
hang s6.
Dinh ly 10 (Nguyén ly mddun cuc dai): Gia sit f 1a ham
chinh hinh trén mién bi chan D va lién tuc trén D =DudD.
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Khi d6 heic f 12 hing sé hosc ff(2) chi dat cuc dai trén bién
éD cua D.

Dinh ly 11 (B6 d& Schwartz): Gia si f 1a ham chinh
hinh trén hinh tron don i A(01) va |f{z)| <1 kh:
[z] <1,f(0)=0. Khi dé

(@) [f(2) <|7 véi moi = e A(0,])
@) |f0)=1
Néu [f(z,)|=|z,| xay ra tai z; ndo d6 trong A(0,1) hoac

If'(0)| =1 thi f(z) = e'"z,a € R nao do.

Dinh ly 12 (Weierstrass): Gia su {fn}-:: H(D) la day
ham chinh hinh trén mién D, héi tu déu trén moi compact
K < D t61 ham f thi f e H(D)

Phan cudi néi vé ham diéu hoa va quan hé giita ham
diéu hoa va ham chinh hinh.
Gia st Dc € 1a mét mién va u:D— IR 1a ham lép
trén C? trén D. _
Ham u ggi la ham diéu hoa trén D néu u thoa man
2

- ~2
c’u [

A = ——-E-(z) + (z)=0

- 2

7,
xay ra taimoi ze D

Dinh Iy 13: Gia st f(z) = u(z) + iv(z) 1a ham chinh hinh
trén mién D €. Khi d6 u va v 1a cic ham didu héa trén D.

Ngoai ra ta ciing c6

Dinh 1y 14: Gia st u 1a ham diéu hoa trén mién don
lién D: Khidoé u la phian thuc cia mét ham chinh hinh trén D.
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I 4 = - 2 % = . PR . 3
. Ngudi ta tim ham chinh hinh nay bing cach tim phan
ao cua n6, ham v(z) lién hgp diéu hoa véi ham u(z), bai:

z
v(z) = ](—@dm?-“—dy]w
Zy a}f ax
¢ 46 tich phan 14y tit mot diém z, dén z tiy ¥ thude D.
Dinh 1 15 (gia tri trung binh): Gid sit u la ham diéu
hoa trong mién D va z; €D, 0<r <d(z(,8D). Khi dé

2n
u(z,)= -21]; _[u(zn +re'?)do
' 0

Dinh 1y 16: Gia sif u 12 ham diéu hoa trong mién D va
néu u dat cuc dai trong D thi u = const trén D.

M5i lién hé -giita ham chinh hinh véi cic ham diéu hoa
qua phin thuc va phén 4o ciia n6 duge biéu thi qua cac cong
thic Poisson va Schwarz sau.

Dinh ly 17 (Cﬁng-thﬁc_ Schwarz): Gia st f = u +iv 1a
haim chinh hinh trén A(0,7), lién tuc trén A(0,r). Khi dé

2n ip
1 : + .
f(z) = — Ju(re“p ).-I-f,—-z-dq:u +1iv(0)
2ny - re®-z '

Vai ZE ﬁ(osr)

Dinh ly 18 (Cong thic Poisson): Vi céc gia thiét nhu
trong dinh 1y 17 ta co

2n 1'2 _IZ|2
u(z) = Ju(re“")———f-—zdtp
0 lre"" - zi
hay _
; 1 2n i r2 _ p?.
“u(pe?®)=— ju(l‘ew) ; - sdo
2n g r° -2prcos(p-0)+p

¢ WWW.MATHEDUCARE.COM



MATH-EDUCARE

BAI TAP CHUGNG IV
e e S S

102. Tinh cic tich phan phic I, = [xdz va I, = Jydz véiy
: : r
A
a) Ban kinh vectd cia diém z = 2 = i,

b) Nita dudng tron Izl =1,0<argz<n (di€m ddu tai z = 1).

c¢) Dudng parabol y = x° tit A(0, 0) dén B(1, 1)
103. Tinh I = ﬂz|dz véi y la:
Y

a) Nua dudng tron |z[= 1, —';_' Sargz< -
— 2
(Diém dau la z = -i).

b) Pudng tron || =R.

104. Tinh I= [Zdz v6i y 1a bién cda hinh nia vanh khan
yA
Y

1-:[2:[<2,Imzl>[}.

105. Tinh tich phan j’% theo cac chu tuyén sau:
Z

a) Theo nia duong tron ]z{ =1,y 2>0,1 =1,
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b) Theo nuia duong tron |z| =1y & 0.41=-1
¢) Theo dudng tron || = 1J1=1

d) Theo dudng tron || =11 =-1
106. Tinh tich phén [Lnzdz, § day:
Y

a) y la dudng tron don vi va Lnl =0.
b) y1a dudng tron don vi va Lni = i

c) Y 1{?1_ dudng tron ]zl =R va LnR=InR+2m.

107. Ching minh néu o= R thi:

|dz] 2nR :

E 2
e T ]

108. Chitng minh:
a) Né&u f(z) lién tuc tai z = 0 thi:

2n )
lim [f(re'*)dg = 2xf(0)
r=0 0

b) N&u flién tuc trong lan cin cia diém a thi:

lim e 2nif(a).

r—0 z-a
|z-a|=r

109. Chitng minh:

a) Néu f(z) lién tuc trong nita dai x>x,, 0<y<h va tdn

54 -
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tai lim f(x +1y) = A khéng phu thudc vao v va ddu theo

X=¥

y thi

lim [f(z)dz = iAh
6,
0 day B, 1a doan thang 0< v </ di tit dudilén.
Néu f(z) lién tuc trong hinh quat

0<:|z—a|<:rn, O<arg(z-a)<a (0<a<2n)

va ton tai Eim[{z -a).f(z)] = A
thi 1ina jf(z)dz:im

6 day y,1a cung cua dudng tron iz -a| =r, r<r, di theo
huéng duong.

Néu f(z) lién tuc trong mién [7/2R,, O<argz<a
(0<a :=_1.2r|:} va ton tai 31_}!1; zi(z) = A thi

lim [f(z)dz = iAa
gt

¢ day I'y la cung cta dudng tron l2=R, R>R, nim
trong mién da cho di theo huéng duong d6i véi goe toa
do.

Chitng minh bd d€ Jordan sau: Néu f(z) lién tuc trong
mién [/2R,, Imz>a (a: s6 thuc c§ dinh) va

f(z) » 0 khi z — wtrong mién nay thi véi moi s6 m > 0

li imz -
Hlﬁr;[q f(z)dz =0,
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6 day I, la cung cha duong tron |7f=R nam trong

mién dude xét.

*111. Gia si hai mién D, va D, c6 1 doan thdng y la bién
chung va f,, f, 12 hai ham chinh hinh trong D, va D,
lién tyc trén D,uy va D,uy va v6li mol z € Y
f,(z) ={;(z). Chitng minh ham:

fi(z) néuzeD, Uy
f(z) = .
f(z) néuzeD,y

chinh hinh trong D,vy v D,=D.

112. Chidng minh:
a) Né&u f(z) chinh hinh trong dai 0 <y <h va

lim f(xx1y)=0 va Tf(x)dx ton tai thi If(x + 1h)dx

X—r" ey i

ciing tén tai va ching bing nbau.
b) Néu f(z) chinh hinh trong goc 0 <argz<a (0 <a<2n),

Z—»T

lim 2£(z)=0 va [f(x)dx t3n tai thi [f(z)dz v6iyJa tia
0 7

z=re*,0<r<wo, cing tdn tai va cac tich phan d6
bing nhau.

I
2v2

113. Chitng minh Icosxzdx = Jsinxzdx =
: 2 ;

*114. Ching minh dinh 1y gia tri trung binh Weierstrass sau:
Néu f 12 mdt ham phitc lién tuc trén mién D ¢6 F 1a mét
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nguvén ham trén D thi vl moi [a,b]lcD ta co
F(b)-F(a)=(b-a)é, 6 d6 & € convll, 0 day convl la b:aa
16i ctia duong I véi phuong trinh w(t) =f(a +(b-2a)t),

pEtel.

*115. Gia st F ]1a ham chinh hinh trén mién G va ReF'(z) >0
vz € G. Chiing minh F 12 ham mét 1a trén G.

*116. Chitng minh da thitc P(z) =a+nz+z" mot 14 trén hinh
tron don vi A(0,1).

*117. Ching minh ham F(z)=z+e” mot 14 trong nia miét

phang bén trai.

118. Gia su W, la da thic bac n va a € A(O,r). Ching minh

[ Wael 4,0

[z|=r zr1+1 (z - a)

119. Néu |a| <r <|b|. Chitng minh |

J(z ~a) Y z-b)'dz = 2ni(a-b)™!.
lefr

-
L

120. Gia st f(z)=

. ~ va 0 <r < 1. Chitng minh
(I-2)° |

9r
1 : r

— [If(re™)do = :
27 JI ]d 1—1‘_2

121. Chitng minh néu f, g 12 cac ham chinh hinh trén hinh
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tron jz/ <1 va lién tuc trén lz| <1 thi:

f(z) néulzl<l

1 {f(t) zg(t)
e -+ t = 1 2

: = ~| néulzl>1
QMM-L t-z zt-1 g(z]

: d
122. Tinh I= j i = a1
|z-a|=a 2 =1
1 ¢ e’dz
123. Tinh = — |—
. 2m !z‘l +a’

& day y la chu tuyén chita hinh tron lz| <a & bén trong.

o - - )
- 124, Tinh : j 28 1 néu diém a nam trong chu tuyen y.

2T[i i (z s a)
#125. Chitng minh dinh ly Liouville bang cach tinh

J' f(z)dz
jor (2~ 2)z=b

; (|a| Ty

b| <R)
va danh gia né khi R — +o.
*126. Gia st p 12 s6 nguyén dudng, cdn f 14 ham chinh hinh

trén C théa méan |f(z)) <M(1+[2") véi moiz € C, M 12
hing s6. Ching minh f1a da thitc ¢6 bac khong qua p.

127. Gia st f 12 ham chinh hinh trén € thda man

f(z)| < Melz],z eC.
Chitng minh:
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=(0) g -
o sM.[EJ :

n! n

128. Gia su f1a ham chinh hinh trén C thoa man
f(z) <e™*2eC.

C6 thé cho biét f 12 ham nhu thé nao ?

129. Chitng minh cong thitc tich phin Cauchy cho mién v
han: Gia st y 1a chu tuyén giéi han mién hiu han D.
Him f chinh hinh 6 mién ngoai déi vdi y va
lim f(z) = A. Ching minh |

Z—00

—-f(z)+A néuzdphanngoai
?11_[. jfit)dt = a5 véiv.
2 -z ;

. A néuzeD.

Chu tuvén v chay theo hudng dudng d6i véi mién D.

130. Gia st f va chu tuyén y théa man gia thiét cua bai toan
trén. Chitng minh néu 0 e D thi:

C. néuzeD

|

Eﬂirtz_tz - l-ﬂ—zl néuzgDuy
Z

*131. Chitng minh mét ham chinh hinh trén € khéng nhén
gia tri trén nita mat phang bén phai 1a hang sé.

*132. Gia su Q la tap md, lién théng cia C va f: Q- C 1a
ham lién tye. Gia sit A ¢ Q1la tap rdi rac va f 12 ham
chinh hinh trén Q\A. Ching minh f la ham chinh
hinh trén Q. '
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*133. Gia su f 1a ham chinh hinh trong nifa mat phang trén

Im z>0valién tuc trén Imz >0 vaf nhan gia tri thyuc
trén truc thyc, [f] =sup{f(z):Imz20f<1. Ching
minh:

f=cel-11].

*134. Ching minh ham I(z)= [e"'t*"'dt 12 ham chinh hinh

6 nia mit phang {z EC:Rez::»O}. Déng thoi né thoa
man

Mz +li=2r2).
Tit d6 chitng minh: ['(n+1) = !

135. Gia st f 12 ham chinh hinh trén mién D, ‘f| lién tuc

trén D va [f|# const. Chitng minh néu [f] ¢6 gia tri

khong d6i trén &D thi f(z,)=0 tai z, nao d6 thudc D.

136. Néu P la da thiuc bac n thi véi mdi A ¢d dinh, tap

{z:|P(z)]=A} khong thé c6 qua n thanh phan lién
thong. )

*137. Chitng minh dinh 1y Hadamard vé ba vong tron: Gia su f

60

la ham chinh hinh trong B={z:r, «r:|z|<:r2} lién tuc

trén B va M, = sup|f(zl k =1, 2. Dat M(r)=sup|f(z)l

fel=n l2]=r .
thi logM(r) 12 ham 101 cia logr nghia la

logr, -1 =
IogM(r)S o i logM, + logr - logr, logM,.

logr, - logn ! logr, - logr, -
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*138. Néu P la da thic bac n va :P{Z]: <M trong A(0,1). Chiing
minh

[P(z)) < M{" khi i2]>1.

*139. Ching minh néu f 13 ham chinh hinh va |f(z}| <1 kh
|2l <1, va tién déu téi O trong géc « <argz<P kh

2| -1 thif=0.

*140. Néu f(z)= Ya,z" 1a ham gidi tich trong A(01) vb
n=0
!f(z)’ <M trén A(0,]) thi
Ma,| < M2 -la, .
"141. Néu f chinh hinh trén A(01), £(0) = 0 va |[Ref(z)|<1
trén A(0,1) thi:
T
a) |f'(0)] < —
Il

1-:—.fz|.
-l

b) [f(z) < Elog
T

142. Néu f chinh hinh va khac 0 trén A(0,1) va [f(z)]<M
trén A(0,1) thi
27

’ 1‘{31 : i
vz € A0,1): [f(z)| < [f(O)fivF M

143. Tim ham giai tich f(z) = u(x,y) + iv(x,y) theo'phan thue
hodc phan 4o di cho:
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1) u(x.¥v)= x* - y2 +2.

T

2) u(x.v)=e*(xcosy-ysiny)- < 3

X“+y”
3) v(x,¥)=x+y-3.
4) v(x,¥v) = cosxshy - shxsiny.
5) v(x,y)=Inx?+y*)+x-2y.
2 2
LV)=X" -y +5x+¥y- =
6) v(x,v)=x"-y X+Yy e

144. Chiing minh cac hé thic sau d6i vdi tich phan Poisson
va Schwarz:

2n %
- ” R I
) = [ =1
21 § R* -2Rrcos(6-9)+r
2) u(r,0) - u(R.8,)=
211 2 _ 2
1 (R -r )1'19
=1 ([u(R,8)-u(R,8 )] x — ,
2n ;![u( )= u(R.0) R% — 2Rrcos( - g)+r’

3) Né&u Ju(R,8)-u(R,0,)| <& véi [0-0,|<a thi

1 R%-r°
—  [ju(R.0)-u(R.0,)x = -d0 <
2n 0-0,|<u R* -2Rr cog(ﬁ ~@)+r

4) Néu [0-8p|>a va

94
-0yl <— thi
Y u‘ 9

R2 - 2Rrcos(8 - o) +r? > 4Rr sin? <.

145. Chitng minh néu {=Re®, z=re" thi
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EEHE (R? -—1‘2)-i2Rrsin(m—0)
-z R? ~2Rrcos(0 - @) + r?

Dung dang thitc nay dé nhan dude cac khai trién sau:

o

n
u{z) = u(0) + Z(%} (a, COSN@ + b sinneg)
n=1

v(z) = v(0) + i[

n=1

} (b, cosng +a, sinng)

’:UIH

o d6:
.:‘.!1
ju(R 0) cosn6de

1 20
b, =— J'u(R,B)sin n6do
%o

146. Ching minh riang c6 thé viét cong thic Schwarz dudi -
dang:

f{ )__ ‘[ u( )d“_‘{:m—)
M=k

147. Tim ham f(z) giai tich trong |z|{R theo ham u(¢) cho
bai:
1) u(@)=Relo(Q)+v(0)].
2) u(g) = Imfo(@) + y(0))-

o day o(z) la ham giai tich trong [ <R con y(z)la ham
giai tich |72 R

148. Gia sit h, k la cic ham didu hoa, khac hing s& trén .
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150.

151.

152.

153.

154.

64
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mién D. Ching minh hk la ham diéu hoa trén D néu vy
chi néu h + ick 12 ham chinh hinh d6i vdi ¢ € IR la hang
s0.

Gia su a=a(0,1)= {ZEC:|21<1} va ®:80 = C cho bai
®(E) = £. Chitng minh khong ton tai ham chinh hinh f
trén A véi limf(z) = ®(&) cho mo1 E€dh.

z—3
Gia sit Q 1a mot mién trong € va f:Q— R 1a ham saco
cho f va £2 du 1a ham diéu hoa. Ching minh f1a hing
s0.
Gia sit f:Q—R la ham didu hoa sao cho fg 1a ham
diéu hoa véi moi ham didu hoa g. Chitng minh fla hang
s8. '
Gia sit f 12 ham chinh hinh trén Q sao cho g(z) = z(z) 1
ham diéu hoa trén Q. Chiing minh f 12 hang s0.

Gia st {f,},, cH@); A={zeC:|g<1}, £,(0=0 va
day {Ref,} hoi tu vé 0 déu dia phudng. Chﬁné minh
{f.} hoi tu déu vé 0 trén moi tap compact ca A.

Chiing minh néu f chinh hinh trén 4, f(a) =0 (lu\ <1).

a

If(z)) <1 khi g <1 thi: |f(z)| <

z_

1

az

. Chitng minh f 12 ham chinh hinh trén A va |f(z)] <1 kb

z € A thi véi moi &,z thudc A xay ra:
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<‘:";—z

1-2zE

e |f|l'_z)|2
1-Jgf*

|£(2) - f(2)
1-f(z) ()

va f'(z}l <

Gia su f 1a ham chinh hinh troag hinh trén don vi A sao
cho f(0) = 1 va [f(z)|<M trén A. Chitng minh trong hinh

tron {|z| < I}} 6 danh gi

62 -1 < M.

Gia su f},f,,....,f, chinh hinh zrén D, lién tuc trén D.
Chung minh ham Lp(z)=|f1(z){-:—.....+|fn(z)] dat cuc dai

trén bién &D cua D.

Ching minh néu f chinh hinh trén A, lién tuc trén A
va [f(z)]=1 khi z € 6A thi f1a ham hitu ty.

Gia sit F 1a ham chinh hinh, 4nh xa bao giac dia don vi
A(0,1)1én mién 161 D sao cho F(0) =0, F'(0)=1. Gia st f
la mdét ham 18 sao cho c6 ham chinh hinh
w:A(0,1)- A(0,1) véi w(0) = 0 va f = F.w trén A(0,1).
Chitng minh:

1
1=

|f '(z)| <

Gia sit f(z)=a,z+8a,2" +.... v F(z)=A;z+Az2° +......
la cac ham chinh hinh trong A(0,1) va ¢6 ham chinh
hinh w:4A(0,1)- A(0,1) véi w(0) = 0 va f = F.w trén
A(0,1). Ching minh:

lag| < max(A;|,|A,])-
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