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Chuong 1.

PHEP TINH VI PHAN
HAM NHIEU BIEN

1.1. Giéi han va Lién tuc

1.1.1. Ham nhiéu bién

Cho E' 1a mot tap con khac rong ctia R™. Mot anh xa f tit £ vao R duge goi 1a
mot ham nhiéu bién (cu thé 1a n bién) xac dinh trén E:
fE— R,
r=(x1, - ,2,) EE — f(x) = f(z1, - ,z,) €R.

Khin =1, f trd thanh ham mot bién thuc, khi n = 2,3 ta ¢6 ham hai, ba bién
ma thuong duge viét don gidn 1a f(x,y), f(x,y, z) véi z,y, z € R. Tap E dudc goi 1a
mién xac dinh ctia f. Thong thuong ham f duge cho duéi dang cong thitc con mién
xac dinh duge hiéu 1 tap hop cac diém x lam cho f(z) c¢6 nghia. Chang han ham
hai bién f(z,y) = In((2% + y*)z) c6 mién x4c dinh la tap F = {(z,y) € R? | z > 0}.

Tuong tir do thi ham mot bién, do thi ctia ham n bién f 1a tap hop con clia
R™*! ma dude dinh nghia nhu sau:

Gr(f) ={(z, f(x)) | = € E}.

Bay gio cho f va ¢ I cAc ham nhiéu bién trén E va A 1a mot s6 thuc, ta ky
hieu \f, f+ g, fg9, f/g, fV g, fAglacac ham méi duge xac dinh béi, Vo € E :
(Af)(@) = Af(2);
(f+9)(z) = flz)£g(x);
(f9)(x) = fla)g(e);

Do = I8 wwze



(fVvgz) = max{f(z),g(z)};
(fAg)(z) = min{f(z),g(z)}.

Ta n6i f < g néu f(z) < g(x) v6i moi x € E. Cac quan he f < g, f > g va
f > g dugc dinh nghia hoan toan tuong ti.

1.1.2. Giéi han

Cho f la ham xé4c dinh trén E va 20 € E. Mot s6 thuc L dude goi 1 gidi han
ctia ham f tai 2° néu

Ve> 0,36 >0,YVz € B:0<d(z,2°) <d=|f(x) - L| <e. (1.1)
Ta viét 0
L= lim f(z) hay f(z) = L.

Dinh 1y 1.1. Ham f ¢6 ¢idi han bing L tai diem 2° € E néu, va chi néu, vdi moi
day vecto (x%) C E\ {2°} hoi tu vé 2°, day so (f(z¥)) hoi tu vé L.
Vi du 1.1. Tai diém (0,0), ham hai bién f(x,y) = izizz c6 gi6i han bang 0 trong

khi ham g(z,y) = mf—f_’yg khong c6 giéi han tai diém do.

Khai niém giéi han vo cling ctia ham nhiéu bién cling duge dinh nghia tuong
tu ham mot bién. Cu thé:

limof(x):+oo<:)‘v’M€R,36>O,VxEE:O<d($,x0) < 0= f(z)> M;

limof(:v) = —c0<=VmeR,IF >0,V e B:0<d(x,2°) <= flx) <m.
Vidu 1.2.
lim BELE —+00.

(@)= (0,0) T2 +y2

Dinh 1y sau day dugc chiing minh tuong tir déi v6i ham mot bién:
Dinh 1y 1.2. Gid stt lim f(z) = L € R, lim g(z) = M € R va A € R. Liic dé,
T—T0

a) lim, ., (f £ g)(z) = L £ M;
b) lim, ., (Af)(z) = AL;
¢) limg 0 (fg)(x) = LM;

£ L
d) Neu M # 0 thi lim,_,, (g) (z) = i
e) Neu f < g thi L < M.

Cdc phat biéu a)-c) duge hiéu la vé trdi ton tai va bing vé phdi moi khi vé phdi
co nghia.



1.1.3. Su lién tuc

Cho ham f x4c dinh trén tap £ C R" va 2° € E. Ta né6i f lien tuc tai 2° néu
gidi han ctia f tai 2° ton tai va bang f(2°):

lim f(z) = f(a").

Tr—x
Néu f lien tuc tai moi diém z € E, ta néi f lién tuc trén E.

Dinh 1y 1.3. Ham f lién tuc tai diém 2° € E néu, va chi néu, vdi moi day vecto
(zF) C E hoi tu vé 2°, day so (f(z)) hoi tu ve f(z0).

Dinh 1y 1.4. Cho ham n bién f lién tuc tai diém 2° va n ham m bién @;(u) liéen
tuc tai diem u® € R™. Ngodi ra, p;(u’) = :L‘? vdi moi 1 < j < n. Lic dé ham hop

F(“) = f(ﬁ,Dl(U), 902(u>7 T 790n(u))

la ham m bién lien tuc tai u®.

Hé qua 1.1. Cho f va g la hai ham zdc dinh trén E, lién tuc tai 2° € E va X
la. mot so thuce. Lic dé, cac ham \f, f £ g, fg déu lién tuc tai 2°. Hon nia, néu
g(x°) # 0 thy ham § cting lién tuc tai diém do.

Dinh ly 1.5. Cho E la tap dong va bi chan trong R™ va f la ham lién tuc trén E.
Lic do
a) Ton tai hai diém z,,z* € E sao cho flzo) < f(x) < f(z*) vdi moi x € E.
b) f lien tuc déu trén E, tic la

Ve > 0,30 > 0,Vz,2' € E:d(z,2') <6 = |f(x) — f(2)] <e.

1.2. DPao ham va Vi phan

1.2.1. DPao ham riéng

Dé don gidn, trudc tien ta sé xét truong hop ham hai bién. Cho f : E C R? - R
va (g, Y0) € Int(E). Lic do, ton tai s6 duong e sao cho v6i moi s6 gia Az € (—¢,€)
ta c6 (zo + Ax,yo) € E. Ta sé goi biéu thiic sau

Azf = f(xO + AxayO) - f(x():yO)

13 s6 gia clia ham f tuong tng vdi s6 gia Ax. Néu ton tai giéi han cla % khi
Az — 0 thi gi6i han nay dugce goi 1a dao ham riéng ctia ham f theo bién z tai diém
(w0, 0) va dugce ky higu la f1 (2o, yo) hay 5L (2o, yo). Vay

of [z + Az, y0) — f(x0, y0)

/ _Y9J %
fx<x0ay0) - O (x07y0) : AI;;ILIO A




Tuong ti, ta c6 dinh nghia dao ham riéng ctia f theo bién y tai (xg, yo):

/ _of o Flwo,yo+ Ay) — f(wo, %)
fy(x07 y(]) - a_y<x0, y()) = Al;lllo Ay

va ngay ca véi ham n bién f(z1, 29, ,2,) tai mot diem 20 = (29, -+ ,2%). Chang

rrn
han,

ﬁ(xO) -— lim f(x(l) + A$17$87 o 72791) - f(zg)a IL'(Q], T ,ZL’%)
8:701 © Az —0 Al‘l '

Néu tai diém z° € E dao ham riéng ciia f theo n bién déu ton tai thi ta goi

vecto of of of
0y .— [ 20y 2L 0 o0 L0
Vi) = (L@ 2w )
la gradién ctia f tai 2°. C6 khi ngudi ta ciing ky hiéu vecto nay la grad f(z°).

Trong thuc té, dé tinh dao ham riéng clia mot ham f theo bién z; ta chi viec
xem f nhu 13 ham mot bién z; con cic bién khac 13 hang sb.

Vi du 1.3. Véi f(z,y) = £ va g(z,y, z) = z*ysin(z + z) ta co

Vf(x,y)Z( s l);

x2 x

Vy(z,y,2) = (2zysin(z + 2) + %y cos(z + 2), 2” sin(z + 2), 2’y cos(z + 2)) .

1.2.2. DPao ham theo huéng

Cho f 13 mot ham xéac dinh trong mot lan can ctia diem 2° € R™ va v € R™ 1a
mot vecto khac khong. Lic d6, néu gidi han sau ton tai ta goi né 14 dao ham ctlia
ham f tai 2° theo huéng v:

of @+ t) - f(2%)

1(,.0. — ZJ (.0 .

f (l' 7U) - 81}(1: ) : tk}& t :

C6 thé kiém chitng dugce rang, néu dao ham riéng theo bién z; ctia f ton tai thi voi
er = (1,0,---,0) ta co

of _of _ af _of
a_el(xo - a_l,l(x )7 a(_61)<x0) - 81’1 (x())

Ngudc lai, néu ton tai dao ham ctia f theo cidc huéng +e; c6 gid tri déi nhau thi
dao ham riéng ciia f theo bién z; ciing ton tai. Cac ban tu phat biéu va chitng minh
cac khing dinh tuong tu doi véi es, - -, e,.

Chu y. Mot ham c6 cac dao ham riéng, tham chi ¢6 dao ham theo moi huéng, tai
mot diém c6 thé khong lien tuc tai diém d6. Chang han, trong Vi du 1.1, néu ta
dinh nghia them ¢(0,0) = 0 thi c6 thé kiém chiing duge ham g xac dinh trén R?, c6
cdc dao ham riéng g, g, nhung g khong lién tuc tai (0,0).



1.2.3. Vi phan

Cho ham y = f(x) xac dinh trong mot lan can V ctia diém 2°. Véi cac s6 gia
Az; di bé sao cho 2% + Az € V, v6i Az = (Axy, -+, Az,), ta ¢6 s6 gia clia ham s6
la
Af = f(a®+ Azx) = f(2?).
Néu Af c6 thé biéu dién dudi dang
Af=> Ailx;+o(Ax)|Azll; 2°+Az eV,
=1

trong d6 A;, 1 < i < n, la cdc hang s6 con a 1a ham n bién sao cho

lim a(Az) =0,

Az—0
thi f dudc goi 1a kha vi tai diém 2° va bicu thic

dy = df := i A Ax;

dugc goi 1a vi phan ctia ham f tai diém 2° (tuong tGng véi vecto gia Ax).
Meénh dé 1.6. Néu f kha vi tai 2° thi f lién tuc tai diém do.

Meénh dé 1.7. Néu f khd vi tai 2° thi f ¢6 cdc dao ham riéeng tai diém dé va

df = (Vf(2° Z@x N Az;. (1.2)

Hon nita, f c¢6 dao ham theo moi hudng tai z° va

0
O (a0 = (VI 00 v R
ov
Vi mot ham cé cac dao ham rieng tai mot diém co thé khong lien tuc tai diém
d6 nén ciing khong kha vi tai diém d6. Tuy nhién ta c6 két qua sau

0

Dinh 1y 1.8. Néu f c6 cic dao ham riéng trong mot lan can cia 2° va cdc dao ham

nay lién tuc tai 2°, thi f khd vi tai diém dé.
Néu g; 1a ham chiéu xudng toa do thi : g;(z1, -+ ,x,) = x; thi ta sé ky hieu

dz; := dg;. Mat khac, ¢; kha vi tai moi diém va dg; = Ax;. Vay, dx; = Az,. Do do
cong thic (1.2) c6 thé viét lai:



1.2.4. Dao ham ham s6 hgp va tinh bat bién ctia vi phan

Cho y = f(x1, 29, -+ ,x,) 1a ham xac dinh trén tap mé G C R” va z; = p;(t),
1 <i < mn,lan ham s6 thyc xac dinh trén khoang (a,b) sao cho

(gpl(t)v 902(t>7 T 790n<t>) c G, YVt € (a, b)
Lic d6, ta ¢c6 ham hop t — y = f(p1(t), 2(t), -+, oa(t)) =: g(t) tit (a,b) vao R.

Dinh 1y 1.9. Néu cic ham ; khd vi tai ty € (a,b) con ham f khd vi tai 2° =
(p1(to), -+ ,on(to)), thi g cing kha vi tai ty va

) = 3 2L )to)

Néu cic ham @; khd vi trén (a,b) va f khd vi tréen G, thi g cing kha vi trén (a,b) va

70 =3 Tt )0

Tt dinh 1y trén ta thuong viét

E i 8:6@ dt ’
hay
dy = i@d@ (1.4)
i 3@
Bay gio gid st y = f(x1,---,2,) la ham kha vi trén tap mé G C R" va
z; = pi(u) = pi(ug, - ,up), 1 <i<mn,lacic ham kha vi trén mot tap mé £ C R™
sao cho (¢1(u), -+, ¢n(u)) € G v6i moi u € E. Luc do6 ta ¢6 ham hop g: E — R 1a

mot ham m bién, xac dinh béi
g(u) = flei(u), -+ on(u)); ue L.
Béng cach st dung Dinh 1y 1.9 va xem ¢ la ham theo mot bién u; ta ¢6

dg  ~~ Of Opi .
P 1< 9<m.
8Uj i—1 (‘3132 an’ =J=m

T do, ta nhan duge vi phan ctua ham g:

—~ 99~ N~ Of O D
z::a_ ' Z{izla_ziauj} Z@ml{ duj}'

7=1



Lai stt dung Dinh 1§ 1.9 cho cac ham z; = ¢;(u) ta duge
y ;_1 9. (1.5)

Déi chiéu (1.3), (1.4) va (1.5) ta thay dang vi phan ciia y khong hé thay ddi cho
dit z; 1a cac bién doc lap, ham clia mot bién ¢ € R hay la ham cia m bién v € R™.
Ta n6i dang vi phan bac nhat c¢6 tinh bat bién.

Van dung cac két qua trén mot cach thich hop ta cé cac cong thitc tinh vi phan
sau
Hé qua 1.2. Cho u va v la cdc ham nhiéu bién khd vi trén mién chung E C R".
Liic dé, trén mién nay ta co

a) d(u+v) = du + dv;

b) dOw) = Mdu, A€ R;

¢) d(u.v) = udv + vdu;

de(%)IMv 0 £0;

02

1.2.5. Pao ham ham an

Cho F(z,y), * € R", y € R 1a mot ham n + 1 bién, xac dinh trong mot tap ma
G C R*L. Xét phuong trinh
F(z,y)=0. (1.6)

Néu ton tai ham n bién y = f(z); * € E C R" sao cho
F(z, f(z)) =0; Vzek,
thi f dugc goi 1a ham an xac dinh bdi phuong trinh (1.6).

Dinh 1y 1.10. Gid si ham hai bién F lién tuc cung vdi cic dao ham F!, F, trong
mot lan can cia diém (zo,yo) € R2. Ngoai ra, F(zo,y0) = 0; F}(zo,y0) # 0. Liic do

a) Ton tai duy nhat mot ham y = f(x) thod man f(xo) = yo va F(z, f(x)) =0
vdi moi x thudc vao mot lan can A = [xg — J,z9 + J] cia xg,

b) f lién tuc, c6 dao ham lién tuc trén A va

_Fi(=, [ (@)

Fla) = , VreA.
Fy(z, f(x))
Dinh 1y 1.11. Gid st ham n + 1 bién F(xy, -+ ,xn,y) lién tuc cung vdi cic dao
ham riéng F., .- F. . F/ trong mot lan cin cia diem (2°,4°) € R™'. Ngoai ra,

F(x%,4%) = 0; F;(2°,4°) # 0. Lic do,
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a) Ton tai duy nhat mot ham y = f( ) thod man f( 0) =
vdi moi x thudc vao mot lan can A = [z — 6,29 + 0] x -+ X [z

F(z, f(z)) =

va
—6,2% + 6] ciia :EO,

y’
0

b) [ lién tuc, c¢6 cac dao ham riéng lién tuc trén A va

F! (x, f(z
@ I@) A 1<icm
Fy(x, f(x))
Bay gio cho Fi(z,y), v € R", y € R™ 1 < i < m, la m ham n + m bién, x4c
dinh trong mot tap mé G C R™*™. Xét hé phuong trinh

Fi(z,y)=0; 1<i<m. (1.7)
Néu ton tai m ham n bién y; = fi(z); x € E CR", 1 <i < m sao cho

ﬂ(x,f1($),"',fm($))20; VeeE, 1<i<m,

thi {f; | 1 <i < m} dugc goi la he ham an xac dinh bdi hé phuong trinh (1.7). Néu
ton tai cac dao ham riéng ctia cac ham F; theo céc bién y; thi dinh thic sau duge
goi la Dinh thiic Jacobi cia he ham F; doi véi cac bién y;:

8F1< OF

vy) e k(@)

oby ) Batey
DJ,(z,y) == det | **" o

IFm

OFy,
oY1 (x,y) agm (x y)
Dinh 1y 1.12. Gia st cic ham Fy(x1,- -+, Tp, Y1, Ym) lién tuc cing vdi cac dao

ham riéng OF;/0y;, 1 < i,j < m, trong mot lan cin cia diem (2°,y°) € R*™.
Ngoai ra, F(2° y°) =0 va DJ,(«°,4°) # 0. Lic do,

a) Ton tai duy nhat hé ham y; = fi(z), 1 < i < m, thod man f;(z°) = y? va

Fi(z, fi(z), -, fn(x)) = 0 vdi moi x thudc vio mot lan cin A ciia diem a°,

b) Cac f; lién tuc, cé cic dao ham riéng lién tuc tréen A. Hon nida, néu dat
yi = fi(xy, -+ x,), thh véi moii € {1,--- ,m}, j€{l,--- ,n} ta cé

af’b ( ) _ _DJ(ylv"'7yi—1:wjyyi+17’”,ym)(x7 y)
(930] ‘DJZ/(‘IJ y) .

Hé qua 1.3 (Dao ham ham ngugc). Gid st F': D C R™ — R™ sao cho cic ham
thanh phan F;(y) lién tuc cung vdi cic dao ham riéng OF;/dy;, 1 < 4,5 < m, trén
tap md D > y°. Ngoai ra, ma tran Jacobian JF(y°) = (OF;/0y;) khong suy bién.
Lic dé ton tai mot lan can U cia y° va mot lan cin 'V cia 2° = F(y°) va mot danh
za F~1 1V — U, ¢6 cdac ham thanh phan khd vi lién tuc, thod man

a)VyeU,V2e€V:z=F(y) & y=F(z2)
b)V2eV:J(FN(2)=JF(y) ™, vdiy=F(2).
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1.3. Pao ham cip cao va Céng thiic Taylor

1.3.1. Dao ham cap cao

Dé don gian trudc tien ta xét ham hai bién. Cho z = f(z,y) la ham xac dinh
trén tap mé G C R?, ¢6 cac dao ham rieng f;(z,y), f,(z,y) trén G. Day cing la
cac ham hai bién. Néu cac ham nay ciing c6 cac dao ham riéng thi cic dao ham d6
dugde goi 1a dao ham riéng cap 2 ctia f. N6i chung f c¢6 4 dao ham riéng cap 2:

0 (o1 O
Ox \ Ox ox? °F e
0 (08N _ L
ox \ Oy Oxdy YT
2 g . 82f f// "
oy \O0x ) Oyox T T
9 (of Pl
a—y —y = m = y2 :Zyz.

Tuong tu, ta c6 cac khai niem dao ham cip cao hon va ctia nhitng ham nhiéu
bién hon. Chang han, v6i ham u = f(z,y, ) ta c6 dao ham riéng cap 4:

Lo __9F _9(0 (0 (of
WA 9x020y0r - Ox \ 0z \ Oy \ Oz '

N6i chung, fr # f,., f;’éy # frgz 7 f;’g’cg Tuy nhién nhiing dao ham hén hop

nay sé tring nhau trong truong hop ching lien tuc. Didu dé duge thé hien trong
dinh 1y sau

Dinh ly 1.13. Gid st z = f(x,y) la ham zdc dinh trén tap md G, c¢é cic dao ham
riéng cap hai hon hop O Néu cic dao ham nay lien tuc tai diém (zo,y0) € G,
tha

f:::/y(ﬂfo,yo) = f;lx(xoayo)~

Chiing minh. Dat A := f(zo+ h,yo + k) — f(zo + h,yo) — (20, y0 + k) + (20, v0),
g1(t) :== f(t,yo+ k) — f(t,y0), v6i h va k 1an lugt 1a s6 gia clia x va y. St dung Dinh
Iy Lagrange cho g; roi cho f/ ta tim dugc cdc s6 6,0 € (0,1) (phu thudc vao h, k)
thod man

A= gi(xo+ h) — g1(xo) = g} (xo + Sh)h

= [folwo + 6h,yo + k) — fi(wo 4 R, yo)|h
= f:;/y(l'o + (Sh, Yo + Gk)hk
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Tuong ty, néu dat ga2(s) := f(xo+h,s) — f(zo, s), va ap dung Dinh 1y Lagrange lan
luot cho gs 1di cho f;, ta ciing tim dugc cac s6 «, 3 € (0,1) thod man

A= fi.(xo+ ah,yo + Bk)hk

T do:
f;l/la:(mo + aha Yo + Bk) = fg’/lx(% + Oéha Yo + ﬁk)
Cho h, k — 0 ta nhan dudce diéu phai ching minh. n

Dinh 1y nay ciing dugc md rong khong may khoé khan cho cac truong hop dao
ham cap cao hon, hodc v6i ham nhicu bién hon véi dicu kién cac dao ham hén hop
d6 lien tuc. Chéng han v6i ham v = 23 sin(y + z?), cac ban c¢6 thé kiém tra céc dao

(4) (4) (4) (4) (4)

N N > N . 2
ham w,, ., Usyez, Usyze, Uyeze, U, e, déu bang nhau va bang —12zz sin(y + 2°).

1.3.2. Vi phan cap cao

Dé don gian, trude tien ta xét ham hai bién. Cho z = f(x,y) 1a ham xacdinh
va kha vi trén tap md G C R2. Vi phan ciia f tai méi diém (x,y) € G 1a

L ae+ L)y

df (z,y) = o

Nhu vay, df 1a mot ham hai bién trén G. Néu df ciing kha vi thi vi phan clia no sé
duge goi 1a vi phan cap hai cia f. Luc do,

B 9 (of of o 02 f
st = o (ot Lanay) = FLwnacs 21

(z,y)Ay;

0 0 (0 0 0? 0?
sttt =5 (e st Liwsy) = gL wnacs Sl

Toém lai, vi phan cap hai clia f tuong ting véi cap s6 gia (Ax, Ay) la

a,0) i= d(df) ) = 5l . 9) D+ 5 0) By

9? 52 52
(8_f x,y) Az + pe afy(m,y)Ay) Az + (ayaf (x,y)Ax + W(m,y)Ay) Ay
D’ f D’ f D’ f O’ f

(7, y)ArAy +

(z,y)AzAy + a—y2(w, y)Ay>.

_ o] 2
02 3 (T, y) A axay Oyox

Néu cac dao ham riéng cap hai hén hgp lién tuc thi theo Dinh Iy 2.15 vi phan cap
hai ctia f c6 thé viét gon hon:

f o2 f o2 f

2 _ 2
' fz,y) = 55 (@, y)Az +2axay(x Y ATAY + —5 o

5 (2, y)Ay?,
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ma, dé don gidn ngusi ta viét lai mot cach hinh thic nhu sau

0 9, \
#1.0) = (godat 200) fa)

Tuong tu, ta ciing c6 dinh nghia clia cic vi phan cap cao hon. Hon nita, bang
quy nap ta cé thé ching minh dudge ménh dé sau

Dinh ly 1.14. Néu ham hai bién f(x,y) cé cic dao ham riéng dén cip m lién tuc
trén tap md G C R? thi f kha vi cip m trén G va ta cé vi phan cap m cia f tuong
1ing vdi cdp s6 gia (Ax, Ay) la

0 0 " = _
d"f(x,y) = <£AI - a—yAy) f(z,y) Z Cgamkay AxkAym k

Bang mot luge do tuong tu ta nhan dude khai niém vi phan cap cao cia ham
nhiéu bién ciing nhu cong thiic tinh ctia né. Cu thé ta c6 meénh dé

Dinh 1y 1.15. Néu ham nhicu bién f(xy, -+ ,3,) c¢6 cic dao ham riéng dén cap m
lien tuc trén tap mdé G C R™ thi f khd vi cip m trén G va vi phan cip m cia f
tuong dng vdi vecto gia Ax = (Azq, -+, Ax,) la

"9
dmf(l.h... 7mn) — (Z
i1 OZEZ

) f(ml»"' 71;”)7 (xh... an) c@G.

1.3.3. Cong thic Taylor

Dinh ly 1.16. Gid sty = f(x) la mot ham c6 cdc dao ham riéng lien tuc dén cdp
m trén tap md G C R™, 20 la mot diém trong G va Ax la vecto sao cho doan thang
(2%, 20 + Az] ndm gon trong G. Lic dé, ton tai s6 6 € (0,1) sao cho

1 I . 0

MS

(2 + Ax) =

bl

trong dé, d* f(x) kij hiéu vi phan cap k cia f tai x tuong tng vdi vecto gia Ax.

Chitng minh. Dat F 1a ham mot bién F(t) = f(2° + tAx). Khai trién MacLaurin
ham nay dén cap m ta co

) pm. (1.9)



14
Cha y réng

F'(t) = z": gg (2° + tAz).Az; = df (2° + tAx),
=1 v

n 2
F"(t) = Z E)xaﬁfx : (2° + tAx). Az Ax; = d* f(2° + tAz), - -

FM(t) = d™ f(2° 4 tAx).
Thay vao (1.9) véi t = 1 ta duge diéu phai chiing minh. O

(1.8) dugc goi 1a Cong thitc Taylor dén cap m ctia ham f tai diém 2°, tuong
ting véi vecto gia Awx.

Hé qua 1.4 (Dinh ly gia tri trung binh). Gid s f la ham ¢ cic dao ham riéng
lién tuc trén tap mé U C R™ wa a,b € G la hai diém phan biét sao cho [a,b] C G.
Liic dé ton tai diém c € (a,b) thod man

f() = fla) = (Vf(c),b—a).

1.4. Cuc tri

1.4.1. Diéu kién can

Cho f 1 ham nhiéu bién xac dinh tréen G C R™. Ta néi ham f dat cuc tiéu (cuc
dai) dia phuong tai diém 2° € G néu ton tai s6 duong J sao cho

F@) < @) (F@) = f@); Vo€ B0)NG.
Trong ca hai truong hop ta néi f dat cyc tri dia phuong tai 2°.

Dinh 1y 1.17. Néu f dat cuc tri dia phuong tai mot diém trong 2° cia G, tai dé
ton tai cac dao ham riéng cia f, thi cic dao ham nay phdi bang 0. Tic la

V(") =0.

Mot diém tai d6 gradién ctia f bang khong duge goi la diém ding ciia f. Dinh
Iy 1.17 cho thay moi diém cuyec tri clia f déu la diém ding. Tuy vay diéu nguge lai néi
chung khong con ding. Chang han, ham f(z,y) = 2% — 32 ¢6 Vf(z,y) = (22, —2y)
v6i (z,y) € R%, vi vay ham nay c6 mot diém dimg 14 (0,0) nhung d6 khong phai la
diém cue tri. That vay, trong mot lan can bé tuy ¥ ctia (0,0) ta luon tim dugc hai
diém tai d6 ham f c6 mot gia tri bé hon f(0,0) vi mot gia tri 16n hon f(0,0).
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1.4.2. Dieéu kién dua

Trude khi phét biu diéu kien di cuc tri ta nhéc lai Cong thitc Taylor dén cap
hai ctia f tai mot diém z°:

£+ Az) = F(°) + df(2) + %dzf(xo +0Az), 6e(0,1).

Néu f c6 cac dao ham rieng dén cap hai lién tuc thi theo Dinh 1y 1.15

. 2
(%) Ax; + L ( iA%) f(2° + 0Ax)

~ O 2 — ox
"\ Of I o=~ O%f
— 0 2 (0 L4 0 . .
= f(2") + ; o (x”)Ax; + 5 ; ; Dz, (2" + 0Az)Ax;Ax;.
Tom lai,
f(2® + Azx) = f(2°) + (Vf(2"), Az) + %AwTV2f(x0 + 0Ax)Az, (1.10)

trong d6 AzT 1a vecto chuyén vi ctia Az con V2f(x) ky hiéu ma tran Hessian ciia
f tai mot diém z. D6 1a ma tran vuong cap n x n ma phan tit é hang ¢ cot j chinh

1a 8z2ng (x). Day 1a mot ma tran d6i xiing khi cac dao ham riéng cip hai lien tuc.

Néu z° 14 diém dimg thi Vf(2°) = 0, nén (1.10) dugc viét lai nhu sau

f(z+ Az) — f(2°) = %AwTV2f(x0 + 0Ax)Ax,
Nh&c lai rdng mot ma tran A vuong cap n x n duge goi la xac dinh duong (nita
xac dinh duong, xac dinh am, nita x4c dinh am) néu
u'Au>0 (u"Au>0) (u"Au<0) (u'Au<0); YueR"\{0}.
A dugdce goi 1a khong xac dinh dau néu ton tai hai vects u, v € R™ sao cho
u’ Au < 0 < v Av.

Dinh ly 1.18. Gia st f ¢ dao ham dén cap hai lién tuc trén mot tap md G, nhan
diem 2° € G lam diém ding. Lic dé néu V?f(x) nita zdc dinh duong (nia zdc dinh
am) trong mot lan can cia 2°, thy 2° la diém cuc tiéu (cuc dai) dia phuong.

Bay gio ta nhic lai mot két quéa quen biét trong dai s6 tuyén tinh. Cho A = (a;)
la mot ma tran thuyc vuong dbi xing cap n. Ta dit

ay; Q12 - Alk
Q21 Q22 -+ A2k

Ap(A) = det

Qg1 Qg2 - Qkk
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Dinh 1y 1.19. A la ma tran zac dinh duong (am) khi va chi khi
Ap(A) >0 ((=1)*Ar(A) >0); 1<k<n.
Dinh 1y 1.20. Gia st f c¢6 dao ham dén cdap hai lién tuc trén mot tap md G, nhan
diem 2° € G lam diém dung. Liic dé
a) Néu V2 f(2°) xdc dinh duong thi 2° la diém cuc tiéu.
b) Néu V2 f(

f(2°) wdc dinh am thi 2° la diém cuc dai.
¢) Néu V2 f(2°) khong wdc dinh dau thy x° khong phdi la diém cuc tri.

Khi f 1a ham hai bién ta c6
2f 2f

—2(l’,y) —(x,y)
vZ 7 — 3:21: 8ar28y )
Jew <;;g;<x,y> %u,y))

Do d6, bang cach dat

02 f 0 f 0*f
A= gualow)i Bi= g (ro ) =550, )

ta co Al(v2f(l’0,y0)) = A va AQ(VQf(Qjo,yo)) = AC — B2 =:D. Tu Dlnh 157 1.20
ta c6 hé qua sau

Hé qua 1.5. Gia st f(z,y) nhan (z,yo) la diém ding. Ngodi ra, cic dao ham riéng
dén cap hai ton tai va lien tuc tai (zo,yo). Lic dé

a) Néu D > 0 va A > 0 thi (2o, 0) la diém cuc tiéu.

b) Néeu D >0 va A <0 thi (w0,v0) la diém cuc dai.

¢) Néu D < 0 thi (zo,y0) khong phdi la diém cuc tri.

Nhu vay, néu D = 0 thi ta van chua xac dinh dugc (2, yo) c6 phai la diém cyc
tri hay khong.

1.4.3. Cuc tri c6 diéu kién

Ta xét bai toan cuc tri

minf(xlax%'” 7$n)7

91($1,5E2, e 7$n) = 07
(P)

gm(xlax% e 7xn) - 07

§dé6m <n. Tap hop X = {z € R" | g;(x) = 0;1 < i < m} dugc goi 1a tap chap
nhan dudc ctia bai toan va mdi diem = € X dude goi 1a mot diém chap nhan duge.
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Mot diém z € X dudc goi 1a nghiém (dia phuong) clia bai todn (P) néu ton tai lan
can U cua Z sao cho

f(z) < f(x); VYeeUNX.
Dinh 1y sau cho ta mot diéu kién can ctia cie tri c6 dieu kién:

Dinh ly 1.21. Gia st T la mot nghiém cia bai toan (P) tai do cic ham f va g; kha
vi lién tuc. Hon nta, ma tran Jacobi

991 (=\  Ogi (= 991 (=
@) @ o
e He o B
O [ =\ Ogm (= g (=
() () - P (2)
¢6 hang bang m. Lic dé ton tai cdc so thuc M\, Mg+, Ay, Sa0 cho

Vi(z) - Z AiVgi(Z) = 0.

Céc s6 A1, ..., Ay trong dinh 1y trén duge goi la cac nhan tit Lagrange ctia bai
toan (P) dbi véi diém cyc tri 7.

1.5. Thuc hanh tinh toan trén Maple

1.5.1. Gié6i han va d6 thi ham nhiéu bién

a) Dinh nghia ham nhiéu bién s6. Dé don gian ta chi xét ham hai bién.
Cti phdp: [> f:=(x, y)— > (biéu thitc ham theo x, y);
Vi du:

[> f:= (x, y)— > 3*xA2*sin(x*y);

f = (z,y) — 32sin(zy)

b) Tinh giéi han ctia ham nhiéu bién. Chang han, ta xét ham hai bién, trusng
hop tong quat duge viét tuong t.
Cti phdp: [> limit(f(x, y), {x=a, y=b}); (Limit sé cho cong thitc hinh thiic)

Chu ¥ rang néu viét 1limit (1imit(f(x,y), x=a), y=b) thi mdy sé tinh gidi
han lip, trude tién theo x va sau d6 theo y. C6 khi ham khong ton tai giéi han tai
(a,b) nhung van ton tai cac gidi han 1ap.

Vi du:
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[> limit (x*y/(xA2+yA2), {y=0,x=01});

limit (xf—fw {y=0,2 = 0})
Ttc 13 may khong tinh ndi gidi han nay (vi khong ton tai). Tuy nhién:
[> limit (1imit (xxy/(xA2+yA2), y=0), x=01});
0
Mubn vé do thi ham nhiéu bién ta can khéi dong cac géi lenh plottools, plots.
c¢) Vé do thi ham z = f(z,y).
Ci phdp: [> plot3d(f(x,y), x=a..b, y=c..d);

Lic d6, do thi 1a mot mat trong khong gian Owzyz v6i mién xac dinh 1a hinh
cht nhat [a, b] X [c, d].

Vi du:
[>f:= (x, y) —> xA2 + yA2:
[> with(plots): with(plottools):
[> plot3d(f(x,y), x=-3..3, y=-2..2);

7]

777771
277717
2717771
L7777
g
N

N
\\\

Hinh 1.1: D6 thi ham z = 22 4 ¢/?
Néu vé nhiéu mit trén ciing mot khong gian toa do thi ta viét
Ci phap: [> plot3d({f(x,y), g(x,y),...}, x=a..b, y=c..d);
Vi du: (xem Hinh 1.2)
[> plot3d ({xA2+yA2, sqrt(1-xA2-yA2)},y=0..sqrt(1-xA2),x=-1..1);
d) V& mit dude cho duéi dang tham sé. Gia st mat S duge cho béi he
x = x(u,v),

y=yl(u,v), (u,v) € [a,b] X [c,d].
z = z(u,v),
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Hinh 1.2: D thi cic ham z = 22 + 2 va 2 = /1 — 22 — /2

Dé vé mit S ta dung lenh (chi ¥ ditng nham 1an véi lenh vé nhiéu mat ciing lic)
Ci phdp: [> plot3d([x(u,v), y(u,v), z(u,v)|, u=a..b, v=c..d);

e) Vé mat dudc cho béi phuong trinh an dang F(z,y,2) = 0.

Ch phdp: [> implicitplot3d(F(x,y,z)=0,x=a..b, y=c..d, z=e..f);

Vi dy: D@ vé mat % - % — 2% =1 trong hinh hop [—5, 5] x [—6, 6] x [—1..1], ta viét
[> implicitplot3d(xA2/44+yA2/9- zA2-1 =0, x=-5..5, y=-6..6, z=-1..1);

Hinh 1.3: D6 thi ham an 22/4+4?/9 - 22 —1=0

f) V& cac dudng mitc ciia mot ham hai bién.
Ch phdp: [> contourplot(f(x,y), x=a..b, y=c..d);

Lic d6, méy sé vé trén mit phang Ozy cac dudng cong dang f(z,y) = «, véi cic a
khac nhau.
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1.5.2. Tinh dao ham

Viéc tinh dao ham ctia ham mot bién hoac dao ham riéng ctia ham nhiéu bién
dugce thuce hién tuong tur nhau.
a) Tinh dao ham riéng cAp mot.
Ci phdp: [> diff(ham sd, tén bién rieng); (dung Diff thi cho cong thitc hinh thiic)
Vi du:

[> diff (sqrt (1+yxA2), x);

v
NiEws
[> f:=(x,y)— >x*sin(x*y):
[> diff (£(x,y), y);
x% cos(zy)
[> Diff (f(x,y), x);
—xsin(zy)

Ox
b) Tinh dao ham cép cao.
Ct phap: [> diff(f(x,y), x8k, y$m);
Vi dy: (v6i ham f nhu trén)
[> diff(f(x, y ),x$2, y$3);
8x% sin(zy)y — 1227 cos(zy) + z* cos(zy)y?

c¢) Tinh gradién (chang han, ham ba bién):
Ci phdp: [> grad(f(x,y,2z), [x,y,z]);
d) Tinh Hessian.
Ct phdp: [> hessian(f(x,y,2), [x,y,z]);
Vi dy: (v6i f G trén)
[> grad(f(x,y), [x,y]);
[sin(zy) + x cos(zy)y, % cos(zy)]

[> hessian(f(x,y), [x,y]);

2 2

2cos(zy)y — xsin(xy)y® 2cos(zy)r — z*sin(zy)y
2 cos(zy)r — % sin(zy)y —x? sin(xy)
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1.5.3. Khai trién Taylor
Khai trién Taylor ham f(z,y) tai (a, b) dén cap n: Ci phdp: [> mtaylor (f (x,y),
[x=a, y=b], n);

Néu khai trién tai (0,0) ta chi can viét [z, y] thay cho [z = a,y = b]; néu khong
khai bao n thi ngam dinh n = 6.

Vi du:
[> mtaylor(sin(x + yA3), [x, v |, 8);

1 1 1 1 1 1
T+y — éx?’ - §y3x2 + 1—20x5 - Mm‘? — §y6x + ﬂy?’x‘l

[> mtaylor(sin(x + yA3), [x, v ]);

1 1 1
T+t — 6$3 _ §y3x2+ H()x5

1.6. Bai tap

1.1. Cho ham hai bién

v+, x#0;
T,y) =
f(z,y) {0, .

Cho biét ham nay lién tuc tai nhitng diém nao? Tinh £(0,0), f,(0,0).
1.2. Tim, ho#ic chiing minh khong ton tai, cic gi6i han

hm(hm flx,y)); hm(hm f(z,v)); lim  f(z,y))

z—0 y—0 y—0 z—0 (z,y)—(0,0)

[z + |

f(éﬂ,y):m-

1.3. Tim, ho#ic chiing minh khong ton tai, cic gi6i han

hm(hm flz,y)); lim(lir% flz,y)); lim  f(x,y))

z—0 y—0 y—0 z— (z,y)—(0,0)

x2+y2
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1.4. Cho ham f: R x R — R xac dinh bdéi

s (xy) #(0,0),

J(@.y)i= {0, (z,y) = (0,0).

Chiing minh ring ham f gian doan tai diém (0,0) nhung céc dao ham riéng f7(0,0),
£,(0,0) ton tai.
1.5. Khéo sat tinh lién tuc va sy ton tai cac dao ham riéng cap mot ciia ham hai

bién
z? %) sin ———, (z, 0,0):
f(x,y):{( +4°) Jor (z,y) # (0,0)
0 (z,y) = (0,0).

1.6. Phac hoa do thi ctia cac ham hai bién sau. Khao sat tinh lién tuc va su ton tai
cac dao ham riéng cip mot clia chiing

V1—a2 -2, 2?2 +yP <1
f@w%={

0, ?+y? > 1

Z, =
Ny 1, 2 +y* > 1.

1.7. Xét sy lien tuc, kha vi ctia ham hai bién

2?4y, x>0,
T,Yy) =
f(z,y) {ﬁ, .o,

1.8. Chting minh réng néu f lién tuc trén mién D C R™ va ton tai a,b € D sao cho
f(a)f(b) < 0 thi phuong trinh f(z) =0 c¢6 nghiém trong D.

1.9. Cho f : R? — R lién tuc sao cho f(0) < 0 va f(z) > 0 v6i moi z € S(0,1).
Chitng minh rang phuong trinh f(z) = 0 ¢6 vo s6 nghieém.

1.10. Cho f : R™ — R, v6i mdi z € R" va v € R™ ta dinh nghia ham mot bién thye:
Gza(t) == f(x +1tv); teR.

a) Ching minh f 161 < g,, 101 v6i moi z,v € R",

b) Tt d6 suy ra néu f kha vi cap hai trén R™ thi f 16i khi va chi khi V2 f(x)
nita xac dinh duong tai moi diém z € R".

1.11. Dung vi phan caAp mot ctia ham hai bién dé tinh gan ding biéu thitc sau

ln(€0415+3sin(0.01) + COS(0.0].) _ 1)
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. ) 1.02 .
1.12. Tinh gan dang biéu thic tan (@), biet

1.13. Tinh gan ding biéu thiic arcsin (0.49 + In(1.02)), biét — ~ 0.523.

ol

2+ y)ev.

—~

1.14. Viét biéu thic vi phan toan phan ctia ham z = 52°sin

T + y*2) cos(zy) phu

—~

1.15. Viét biéu thic vi phan toan phan ctia ham u = 5sin
theo dt, biét = 3t2 + 1, y = Int, z = €.

1.16. Viét biéu thtc vi phan toan phan ctia ham z = 32%ye” phu theo dr va do,
biét & = 7 cos p, y = rsin .

1.17. Cho ham 2 bién

w5, 2ty £,

75
fy) = {0, T2
Chting minh rang f,(0,0) # f,,(0,0).
1.18. Khéo sit sut ton tai ham an dang y = f(x) hodc # = g(y) clia phuong trinh
3petymeos(rn(y+) 4 (32 _ 4)siny —3 =0

trong lan can diém M (1,0). Néu ton tai, hiy xac dinh dao ham ciia ham an tai diém
tuong ing.
1.19. Cho ham 3 bién f(z,y,2z) = dx?cos(y + z?). Xac dinh ma tran Hessian
V2f(1,m,0) va tinh dinh thic ctia né.
1.20. Cho ham 2 bién f(z,y) = 3(z + 1)evt** . Hay tinh vi phan df(1,0) va vi phan
cap hai d?f(1,0) tuong ting véi vecto gia (Ax, Ay).
1.21. Khao sat sy ton tai ham an y = f(z) clia cac phuong trinh sau

a) br2e?¥ + 3y cosx = 0 tai (0,0);

b) sinz +cosy —1 =0 tai (5, 5).

Tinh dao ham ham an tai cac diém tuong tng.
1.22. Khéo sat cuc tri cia cac ham hai bién thue:

z=a3 4+ —3xy;  z=22"+yt — 2t — 2%
z=ay+ay’ —ay; 2z =ay’ — 2y

z =22+ 3y  —xty 2= axy? + 2%y

r+y+1 1
_ : H = :
x2_|_y2+1’ 1_|_x2+y2’
p=1—a2+y2 2= ()T,
z = ay® + 2y, z =xy\/1 — 42?2 — 9y2.

1.23. Chiing minh ham s6 sau c6 vo s6 diem dimng, trong d6 c6 mot diém cyc dai

z = (2% +y°)* — 22% — 2%



Chuong 2

UNG DUNG

CUA PHEP TINH VI PHAN
TRONG HINH HOC

2.1. Cac hé toa do

2.1.1. Heé toa do cuc

Dé biéu dién mot diém trong mit phing ta thuong si dung hé toa do Décac
vuong géc. Nghia 1a ngudi ta st dung hai truc toa do vuong goc Ox, Oy cat nhau
tai mot diém O. Mé&i diém M trong mit phing duge xac dinh hoan toan bdi cip
s6 thuc (z,y) € R?; trong d6 z = OP, y = OQ v6i P va @ lan lugt 1a hinh chiéu
vuong goc cua M lén Ox va Oy.

Néu bay gio ta dac trung mdi diem M trong mat phang bdi cap gia tri (1, ),
trﬂg dé r la do dai doan OM va ¢ la goc dinh huéng lap béi truc Oz va vecto
OM, thi cip s6 nay sé dugc goi la toa do cuc ctia diém M. R6 rang, mdi cap
(r,0) € G = R, x R xac dinh duy nhat mot diém trén mit phang. Tuy vay, tuong
tng véi moi diém M trén mit phéng thi c6 thé c6 nhiéu cap toa do cuc khac nhau
cho né véi cac gia tri ¢ sai khac mot boi ctia 2. Dic biet dé biéu dién diém O
ta c6 thé diung cap (0,¢) v6i ¢ tuy y. Dé viec biéu dién 1a duy nhat (ddi v6i cac
diem M # O) ngudi ta thudng thu hep pham vi ctia o, chang han chi cho phép
(r,p) € G =10,+00) x [0,27) hosic (r,¢) € G = [0, +00) X [—m,7)...

Mai lien hé giita toa do ciic va toa do Deécac dude cho bdi hé sau

T =T COoS P,
Yy = rsinp.
Lic d6, phuong trinh cédc duong trong mit phing

fz,y) =0
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ciing c6 thé dude cho dusi dang

g(r,e) =0

hay ngugc lai. Chang han dudng thang x +y = 1, dudng tron don vi 22 + ¢y = 1 va
dudng parabol y = 22 c¢6 thé dugc viét lai lan lugt 1a r(cos o +sing) =1, r =1 va
rsin ¢ — 12 cos® p = 0. Ngoai ra c6 mot s6 dusng ma cach bi¢u dién theo hé toa do
nay cho ching ta mot ¥ nghia hinh hoc sang stia hon hén ding toa do khéac. Chéng
han dudng thang y = 1 hoan toan khong nén viét 7 sin ¢ = 1. Hay ngugc lai dudng
xo0dy tron oc¢ r = ¢ rat kho tim duge mot cach bicu dién trong toa do Décac.

2.1.2. Hé toa do tru

Tuong tu trong mit phang, trong khong gian ta thuong st dung hé toa do
Décac vuong goc. Nghia la ngudi ta sit dung ba truc toa do vuong goc Ox, Oy, Oz
cit nhau tai mot diém O. Méi diém M trong khong gian dudce xéc dinh hoan toan
béi bo ba s6 thuc (z,y, z) € R?; trong d6 x = OP, y = 0Q, z = ORv6i P, Q va R
lan lugt 1& hinh chiéu vuong goc ctia M lén Ox, Oy va Oz.

Néu goi N la hinh chiéu ctia M lén miat phang Oy va ta dic trung cho diém
M trong khong gian bdi bo ba (7, ¢, 2) trong d6 z = OR, r 1a do dai doan ON va ¢
la g6c dinh huéng lap béi truc Oz va vecto O—]_)V, thi bo ba nay sé dugc goi la toa do
tru ctia diem M. Noi cach khac, ta thay cap (z,y) trong toa do Décac bdi toa do cuc
tuong ung (r, ) va gitt nguyeén toa do thit ba: z. Cach xac dinh toa do nhu vay ciing
khong duy nhat. Néu thu hep pham vi toa do 1a (r, ¢, z) € [0, +00) x [0,27) x R thi
viéc biéu dién la duy nhat doi véi cac diém khong thudce truc Oz.

Mbi lien hé gitta toa do tru va toa do Décac duge cho bdi hé sau

T = 1TCOoS P,
Y = 7rsin g,
z=2z.

Lic d6, phuong trinh r2 + 22 = 1 xac dinh mit cau don vi con phuong trinh
z = r xac dinh mot mat nén huéng vé chiéu duong ctia truc Oz.

2.1.3. Heé toa do cau

Trong khong gian ngudi ta con sit dung hé toa do cau dé biéu dién cac diem. Cu
theé, ing v6i mot diém M trong khong gian c¢6 hinh chiéu vuong géc lén mat phing
Oxy 1a N, ta goi toa do cau ctia M 1a bo ba (p, ¢, 0) € [0,+00) x [0,27) x [—7, 7]
trong do6 p la do (_ifmi)doan OM, ¢ la goc lap bdi Oz véi vecto ON con 6 la goc lap
bdéi Oz va vecto OM.
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Mai lien hé giita toa do cau va toa do Décac duge cho bdi hé sau
x = psinf cos g,
y = psinfsin @,

2z = pcosb.
Dé thay réang, mit cau don vi bay gid ¢6 phuong trinh 13 p = 1 con méit nén

r = z trong toa do tru bay gio c¢6 phuong trinh trong toa do cau la 6 = 7 Trong
khi d6, mat parabol z = 2% + 32 ¢6 phuong trinh cosd = psin? 6.

2.2. Ham vecto

2.2.1. Khai niém

Cho I 1a mot khoang trong R. Lic d6, mot anh xa

f:I— R"

tel — f(t) e R"
duge goi 1a mot ham vecto (n chiéu) bién s6 ¢t xac dinh trong . V6i mdi gia tri
t € I, f(t) 1a mot n—vecto v6i n thanh phan: f(t) = (fi(t), -, fn(t)). Vi vay viec
cho mot ham vecto f(t) tuong duong véi viec cho n ham sb thuc f;(¢), 1 <i < n,
goi 1a cadc ham thanh phan ctia f. Tap hop

C:={f(t)|tel}

duge goi la mot duong cong trong R™. Khi n = 2 ta nhan dugc mot dusng cong
phang va khi n = 3 ta c6 dudng cong trong khong gian. Thong thuong, duong cong
phang duge cho béi ham (z(t),y(t)) hay duge viét dusi dang he

z = x(t),
{y:m et

Tuong tu, duong cong trong khong gian duge xéc dinh béi

(2 =u(t),
Sy =y(t), tel
= = =(0),
Chang han, he
(1 = cost,
y = sint, teR
Lz =1,

cho ta dudng xodn dang 10 xo bao quanh mat tru 2? + y? = 1.
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2.2.2. Gié6i han - Lién tuc - Dao ham

Cho ham vecto f: I — R"™ va ty € I. Ta néi vecto v € R™ la giéi han ctia ham
f tai tg va ky hiéu
v = lim f(¢)

t—to

Ve>0,30 >0,Vtel:0< |t —to] <d=|f(t) —v| <e.
St dung Bo dé 3.3 trong gido trinh Giai tich 2 dé chitng minh duge ring

v=lim f(t) <= v, = 1thntq filt); 1<i<n. (2.1)
—1o

t—to

Ham f duge goi 1a lién tuc tai ¢y néu

f(to) = lim f(2),

t—to
dugc goi 1a lien tuc néu né lién tuc tai moi diém thuoc khoang I. Ti (2.1) ta c6
ngay két qua sau
Ménh dé 2.1. Ham vecto f lién tuc trén I (taity) khi va chi khi cdc ham thanh
phan f; ciing lién tuc trén I (taito).
Dao ham ctia ham vecto f tai diém ¢, dudgc dinh nghia la giéi han sau néu no
ton tai:
: to + At) — f(to)
"(to) := 1 it )
flto) = fim, At
Meénh dé 2.2. Ham vecto f 6 dao ham tai ty khi va chi khi cdc ham thanh phan

fi cing co dao ham tai diém dé. Hon nia, ta co

f'(to) = (filto), -, fu(to)).
Ménh dé 2.3. Cho f va g la cic ham vecto n chiéu, cé dao ham tai ty va A la mot
6 thue. Lic dé, cac ham vecto f £ g, \f va ham s6 (f,g) ciing c6 dao ham. Hon
nua
a) (f £ 9)'(to) = f'(to) £ g'(to),
b) (Af) (to) = Af'(to),
c) (f,9) (to) = (f'(to), 9(to)) + (f(t0), g'(t0))-

Hé qua 2.1. Néu f la mot ham vectd cé dao ham sao cho || f(t)|| la hang so, thi
tai moi diém ta co f'(t)Lf(t).

Néu f 1a mot ham vecto c6 dao ham tai moi diém trén I, thi f/ ciing 13 mot
ham vecto. Néu f’ ciing c6 dao ham thi ta goi dao ham nay & dao ham cap hai clia
f va ky hieu la f”. Tuong tu, ta c6 thé dinh nghia cac dao ham cp cao hon cta f.
Stt dung Ménh dé 2.2 nhiéu lan ta cling thu dugc két qua sau
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Meénh dé 2.4. Ham vecto f c6 dao ham dén cap k tai ty khi va chi khi cac ham
thanh phan f; cing cé dao ham cip k tai diém dé. Hon nia, ta cé

F® (o) = (FP(t0), -+, f®)(t0)).

Mot duong cong duge goi 1a lien tuc, kha vi, kha vi lien tuc v.v. néu ham vecto
f tuong ting c6 cac tinh chat do.

2.3. Cac d6i tuong lién quan dén dudng cong

2.3.1. Tiép tuyén va phap tuyén ctia dudng cong phing

Cho dudng cong phang C xac dinh béi hé

{”” =) (2.2)

y=y(t),

Véi tg € (a,b), My = f(to) = (x(to),y(to)) 1a mot diém trén dudng cong. Gia thiét
thém rang f’(¢y) ton tai va khac khong. V6i s6 gia At di bé diem M, = f(to+ At) =
(z(to + At),y(to + At)) ndm trén duong cong C. Luc d6 %W la vecto chi
phuong ctia cat tuyén MyM,. Khi At — 0 ta c6 M; — My va cat tuyén MyM, tién
dan vé tiép tuyén ctia dudng cong tai My. Do do, néu f'(to) ton tai va khac khong
thi d6 ciing chinh 1a vecto chi phuong ctia tiép tuyén duong cong C tai M. Duong
thing di qua M, va vuong goc véi tiép tuyén duong cong tai dé duce goi la phap
tuyén ciia duong cong. Ro rang phuong trinh clia tiép tuyén va phap tuyén duong
cong tai My lan lugt duge cho béi

{x = z(tg) + t2'(to),

teR
y = y(to) +ty'(to),

' (to)(x — x(to)) + y'(to) (y — y(to)) = 0.
Bay gio gia sit duong cong C duge cho béi phuong trinh
F(z,y) =0,

v6i F: R? — R la ham hai bién, c6 cac dao ham riéng tai diém Mo (zo,y0) € C. My
duge goi 1a diém ky di néu VF (z9,%0) = 0. Truong hgp nguge lai ta noi My la diém
chinh quy. Lic d6, theo Dinh Iy ?? ton tai mot ham an y = y(x) (hay z = z(y)) véi
y(zo) = yo, F(x,y(z)) =0 v6i moi x va

F (0, 40) + F, (20, 90) -y (0) = 0.
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Mat khac, chiit ¥ ring C ¢6 thé duge bi¢u dién bdi hé phuong trinh tham sé trong
lan can M, la

r=ux,

y =y(z).

Nen (1,y'(z)) cing la vecto chi phuong clia tiép tuyén cta C tai My. Do do,
(F(0,v0), I, (20, 40)) 1a vecto chi phuong ctia phap tuyén duong cong tai M, ma
ta goi 1a vecto phap ciia C. Liic nay, phuong trinh duong tiép tuyén ctia C tai M, 1a

(v — 20).Fy(x0,50) + (y — yo)'Fg;(%,yo) =0

Vi du 2.1. Dudng tron don vi ¢6 phuong trinh 22 + 2 = 1. O day, F! = 2z va
F, = 2y nén tai moi diém My(z, yo) trén dudng tron c6 thé chon vecto phap la 7 =
(70, Y0). Vay phuong trinh tiép tuyén duong tron tai My 1a xo(z—x0) +yo(y—yo) = 0,
hay xor + yoy = 1.

2.3.2. Tiép tuyén va phap dién ctia dudng cong trong khéng
gian

Gia su C la duong cong kha vi trong khong gian duge xac dinh bdi hé

v = a(t),
y =y(t), t € |a,b]. (2.3)
z = z(t),

Bing lap luan tuong tu trén dudng cong phang ta thay, véi méi ty € (a,b), v =
(2'(t0), ' (to), 2'(to)) (néu khéc vecto khong) la vecto chi phuong ctia duong thing
tiép tuyén véi C tai Mo((x(to),y(to), 2(to)). Do d6 phuong trinh tham sb cta tiép
tuyén nay la

x = x(ty) + t'(to),

y = y(to) +ty'(to), teR.

z = z(to) + t2'(to),

Mat phang chita M, vuong géc véi v dude goi la phap dién clia duong cong.
Di nhién, phuong trinh ctia phap dién cia C tai My la

(z = x(to))2'(to) + (y — y(to))y'(to) + (2 — 2(t0))"(t0) = 0.

2.3.3. Do cong

a. Truong hop dudng cong phing

Cho C la dudng cong phang kha vi hai lan, xac dinh béi he (2.2). Lay diém
M (x(t),y(t)) € C. Tap hop {(z(7),y(7)) | 7 € [a,t]} chinh la cung cta dudng cong
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¢6 hai mut 1a A(z(a),y(a)) va M. Trong chuong trinh Giai tich I ta da biét do dai
cung nay duge tinh bdéi

s(t) := AM = / V! (7)2 + o/ (1)2dr

va do do, vi phan cung la

ds(t) = \/2'(t)? + y'(t)%dt.

Bay gio ¢d dinh mot diém M (z(to),y(to)) voi to € (a,b). V6i mdi At da bé t =
to + At € (a,b), ta ky hieu Aa 1a do 16n ciia géc lap béi hai vecto tiép tuyén ctia
duong cong tai My va My(x(t),y(t)), As la do dai cung MyM;.

Do cong ctia C tai M, 1a gi6i han sau néu né ton tai

. A«

Néu C'(My) # 0, dai lugng p = m duge goi 1a ban kinh do cong.

Vi du 2.2. Néu C 1a mot doan thang thi Aa luén luon bing khong. Do dé, do cong
tai moi diém ctia né bing khong. Néu C 1a dudng tron tam I, ban kinh R > 0 thi
v6i Aa bé, Aa cting chinh la géc 1ap bdéi hai ban kinh I M, va IM,;. Do do, do dai
cung As bang RA«. Suy ra

Aa 1
C(My) = lim —— = —.
(Mo) = I 7Ra = 7
Lic nay, p = R hay ban kinh do cong ctia duong tron trung véi ban kinh ctia no. 0
day ta thay khai niem do cong kha hop 1y & chd 1a do cong clia duong tron cang bé
khi ban kinh ctia n6 cang 16n.

B6 dé 2.1.
a) Cho hai vecto mi = (m1,my), W = (ny,ng) lap thanh mot géc nhon. Liic do,

s, 7) — Loars =
’ [

(2.5)

b) Néu m = (my, mo,m3) va m = (ny,n2,n3), thi (2.5) dugc thay bing

)

sin(mi, 7)) =

2
ms3 My
n3g ny

2
mo Mg
ng N3

i .17

2
my Mo
ny Mnag
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Dinh 1y 2.5. Gid st C la duong cong phdng, khd vi dén cap hai, xdc dinh bdi hé
(2.2) va M(z(t),y(t)), t € (a,b) la mot diém trén C sao cho (2'(t),y'(t)) # (0,0).
L’llC dO/ 1,0 x//y/|
(2 +y?)7

|z'y

C(M) = (2.6)
Dic biét, néu C dugc biéu dién bdi phuong trinh y = f(x), x € [a,b] thi vdi
M (z, f(z)) ta co
L/

CM)=—"11
) (14 f72)2

Vi du 2.3. Duong cycloid: z = a(t —sint), y = a(1l — cost) (a > 0) 1la quy tich cia
mot diem P ¢ dinh tren dudng tron ban kinh a khi dudng tron nay lin trén truc
Oz. Do cong clia dudng cycloid tai mdi diem M (a(t — sint), a(1 — cost)) la

|cost —1| 1

C(M) = 5 = —.
2y/a(1 — cost)? |4a sin 5‘

Nhu vay, do cong chi xac dinh tai cac diém M véi ¢ # 2km.

Néu duong cong dugce cho trong toa do cuc: r = f(¢), thi bang cach viét
r = f(p).cose, y = f(p).singp, xem nhu d6 1a phuong trinh tham s ctia dudong
cong, tit (2.6) ta c6
|72 + o' — rr”|
(r2 4 1'%)2

O(M) =

b. Truong hgp dudng cong trong khong gian

Cho duong cong C kha vi dén cap hai trong khong gian, duge xac dinh bdi hé
(2.3). Tuong tu nhu trong mit phang ta c¢6 cong thiic vi phan cung

) = VTP +y (7 + 2 (0P

Véi mbi ty € (a,b) va At du bé, ta van ky hieu As la do dai cung MyM; con
Aa 1a s6 do goc lap bdi cac vecto tiép tuyén v6i duong cong tai My va M;, trong do6
My va M, 1an lugt 1a cac diém trén duong cong tuong tng véi tham s ¢y va to + At.
Do cong ctia C tai My cing duge dinh nghia béi cong thiic (2.4). Dinh 1y sau cho
chiing ta cong thiic tinh do cong ctia duong trong khong gian.

Dinh 1y 2.6. Gid su M(x(t),y(t),2(t)), t € (a,b) la mot diém trén duong cong C
sao cho (¢'(t),y'(t), 2'(t)) # (0,0,0). Lic do
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2.3.4. Hinh bao ctia ho dudng cong

Cho mot ho dudng cong phang C(\) phu thuoc tham s6 A. Néu moi dudng cong
C()\) déu tiép xtic v6i mot dudng cong L va nguge lai, tai méi diem M € £ déu ton
tai mot duong cong C(\) ctia ho tiép xtc véi L tai M, thi £ duge goi 1a hinh bao
cia ho C(\).

Vi du 2.4.

* Phuong trinh (z — \)? + y? = R?, trong d6 R 1 s6 c¢6 dinh, biéu dién mot
ho dusng tron ban kinh R ¢6 tam (A,0) chay trén truc Oz. Hinh bao ctia ho nay la
hai dudng thang y = +R.

* Phuong trinh xcos A + ysin A — 1 = 0 biéu dién mot ho dudng thing ma
khoang céch tit gbc O dén dudng thang ay bing 1. Hinh bao ctia ho nay la duong
tron don vi.

Dinh 1y 2.7. Cho ho duong cong F(x,y,\) = 0 phu thuéc tham s6 \. Néu caic
duong ctia ho Gy khong chita diém ky di, thi phuong trinh cia hinh bao L clia ching
duoc xac dinh bdi heé

F(z,y,\) =0,
F(z,y,\) = 0.

2.4. Mat cong

2.4.1. Khai niém
Cho D 13 mot mién trong R? va mot dnh xa
f:D — R
(u,v) €D — f(u,v) € R,

Véi mbi diem (u,v) € D, f(u,v) la mot vecto trong khong gian véi 3 thanh phan:
fu,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)). Vi vay viéc cho anh xa f tuong duong véi viéc
cho 3 ham s6 thuce z(u,v), y(u,v) va z(u,v). Tap hop

u
u

S = {f(u,v) | (u,v) € D}

dugce goi la mot mat cong trong khong gian. Thong thuong, méit cong duge cho bai
hé sau ma ta goi 1a phuong trinh tham s6 ciia mat.
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Néu tit phuong trinh tham s6 ta gidi dude u, v theo z, y va tit d6 dua duge vé
phuong trinh
z=g(x,y) (2.8)
(hodc z = g(y, 2), y = g(z,x)) thi (2.8) dugc goi la dang hién cia mat cong S.
Néu ta loai dugc hai bién u, v tit (2.7) dé nhan dugc phuong trinh

F(z,y,z) =0, (2.9)

trong d6 F' 13 ham ba bién, thi phuong trinh nay dugc goi la dang an ctia miit.

Mat dude goi 1a lien tuc néu cac ham thanh phan lién tuc; dude goi 1a tron néu
cac ham thanh phan kha vi lién tuc va ma tran Jacobi clia f:

Jeoe (T Yu Zu

f— x! y/ o

v v v
c6 hang bang 2. Stt dung Dinh 1y ham an ta c6 thé chiing minh duge trong truong
hop mat cong tron thi tai lan can ctia moi diém ctia mat, luon ton tai mot bicu
dién duéi dang hién va mot biéu dién dusi dang an ctia mat. Lic nay, cac ham g, F

tuong tng cing kha vi lién tuc. Hon nita VF # 0 tai moi diém ctia mat.

Vi du 2.5. Mit cau tam O ban kinh R > 0 ¢6 phuong trinh tham s6

x = Rsind cos o,
y = Rsinfsin p, (0,¢) € [0,7] x [0,27).

z = Rcos#,
Hoac duéi dang phuong trinh an:

4yt + 22— R =0.

2.4.2. Tiép dién va phap tuyén ctia mit cong

Gia st S 1a mot mat cong tron trong khong gian va My 1a mot diém clia mat.
Ta néi mot mat phang (P) di qua M, la mat phang tiép xtc hay tiép dien ctia S
tai M, néu

lim ———2 =0, (2.10)

trong d6 d(M, P) la khoéng cach tit M dén mit phing (P). O day, (2.10) dugc hiéu
la
d(M, P
V6>0,E|5>0,‘V’MES:O<M0M<5:>M<e.
MyM

Dudng thang di qua M, vh vuong géc véi tiép dien ctia S tai M, duge goi la
phap tuyén ctia mit tai diém doé.
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Dinh 1y 2.8. Gid st S la mat cong tron dugc xdc dinh boi he (2.7) va My € S la
diém 1tng vdi cap tham s6 (ug,vy). Lic dé tiép dien cia S tai My la mat phang di
qua My va nhan hai vecto sau lam vecto chi phuong

fuluo, vo) = (2, (o, v0), Yy, (w0, v0), 2, (u0, v0));

fo (o, vo) = (2, (uo, vo), ¥, (uo, vo), 2, (to, vo))-
T dinh 1§ nay suy ra phuong trinh tham s6 ciia tiép dién tai M, clia S 1

x = x(ug, vo) + u.x,, (ug, vo) + v.2, (ug, vo),
y = y(uo, vo) + w.y, (uo, vo) + v.y, (o, vo), (u,v) € R
z = z(ug, vo) + w.z! (ug, vo) + v.2. (ug, vo),

Dac biét, néu mat duge cho dusi dang hién (2.8) thi phuong trinh ctia tiép dién
tai Mo(zo, Yo, 9(7o,v0)) 1a
z = (x — 10)g, (20, %0) + (v — yo)g;(xoa Yo) + 9(wo,%0), (z,y) € R?.
Litc dé ta cé vectd phap cta mit: n = (9%(z0,10), 9, (0, 40), —1).

Dinh 1y 2.9. Gid st S la mat cong tron duge xdc dinh bdi phuong trinh an (2.9) va
My(x0, 90, 20) € S. Liic dé tiép dién cia S tai My la mat phang di qua My va nhan
V F(My) lam vecto phap.
Lic nay phuong trinh cta tiép dien 1a
(z = 0) F (w0, Yo, 20) + (¥ — y0) F, (w0, Yo, 20) + (2 — 20) FL (20, %0, 20) = 0 (2.11)
va phap tuyén c6 phuong trinh
T — Zo o Y —Yo B 2 = 20

Fé('r(hy(bz()) Fé('TO;yOJZ(]) Fé(‘TO?yOJZO)'

Vi du 2.6.

* Viét phuong trinh tiép dien va phap tuyén clia mit parabol z = 2?2 + 2 tai
M(1,2,5).

Ta c6 phuong trinh mit ¢ dang hién vé6i g(z,y) = 22 + y?. Tai M ta c6 7 =
(2,4, —1). Nen phuong trinh tiép dien 1a

z=2x—-1)+4y—2)+5 hay 20+4y—2—-5=0
va phuong trinh phéap tuyén I
r—1 y—2 )

2 4 1
* Viét phuong trinh tiép dién ctia mat Elip 22+2y%+52% = 8 tai diém M(1,1,1).

Day 1a phuong trinh dang an véi F(z,y, 2) = 224 2y% + 522 —8. Ap dung (2.11)
ta c6 phuong trinh tiép dien 1a

2 —-1)+4(y—1)+10(z—1)=0 hay z+2y+5z—8=0.
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2.5. Thuc hanh tinh toan

Phan thue hanh trong chuong nay chtt yéu ta sé nghién citu cach vé cac dudng
cong va mat cong trong mit phing va trong khong gian, bao gdm cé céc truong hop
da xét trong Chuong 1. Dé thite hién céc lénh trong muc nay, néi chung, ta can khéi
dong céac gobi cong cu plots, plottools.

2.5.1. Vé dudng cong trong mit phing

a. Dung toa do Dé-cac. Trong toa do Dé-cac, mot dudng cong phang (C) thuong
dugc biéu dién nhu 1a do thi ctia ham mot bién f nao do:

C): y=f(x), z¢€lab,

hoiic duge bieu dién dudi dang tham so:

) {5" = e,

y = y(t),
hosic dudi dang mot phuong trinh an
€): F(z,y)=0.

Dé vé duong cong trong trudng hop thit nhat ta dung lénh
[> plot(f(x), x=a..b);

trong truong hgp thit hai ta dung lénh
[> plot([x(t), y(t), t=a..bl);

va trong truong hgp thua ba:
[> implicitplot(F(x,y)=0, x=a..b, y=c..d);

b. Diing toa doé cuc. Trong toa do cuc, mot dudng cong phang thudng c6 hai cach
biéu dién
€): r=f(e); we€lab]

hoac

) {T =0 e
p=p(t),
Dé vé duong cong trong trudong hop thit nhat ta ding lenh
[> polarplot(f(phi), phi=a..b);
va trong truong hgp thi hai ta dung lénh

[> polarplot([r(t), phi(t), t=a..bl);
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2.5.2. Vé mat cong trong khong gian

a. Diing toa do Dé-cac. Trong toa do Dé-cic, mot mit cong phang (S) ciing
thuong duge biéu dién nhu 1a do thi ctia ham hai bién f nao dé:

(8): 2= f(zy), (2,9) €la,b] x[c,d],

hodc duge biéu dién dusi dang tham sb:

= z(s,t),
(8): qu=yls:D), (s,t) € [a, 0] x [c, d],
z = z(s,t),

hoi#ic béi mot phuong trinh an:
(S): F(z,y,2) =0,

Dé vé mit cong trong truong hgp tht nhat ta ding lenh
[> plot3d(f(x,y), x=a..b, y=c..d);
trong truong hgp thit hai ta dung lénh
[> plot3d([x(s,t), y(s,t), z(s,t)], s=a..b, t=c..d);
va trong truong hgp thi ba ta dung lénh
[> implicitplot3d(F(x,y,z)=0, x=a..b, y=c..d, z=e..f);
b. Dung toa do6 tru. Trong toa do tru, mot mat cong phéng (S) thuong duge bidu

dién béi mot trong hai cach:

(§): r=Ff(p,2), (p,2) €la,b] x[c,d],

hoac
r=r(s,t),
(S): < =w(s,t), (s,t) € [a,b] x [c,d].
z = z(s,t),

Dé vé mat cong trong truong hop thit nhat ta ding lenh
[> cylinderplot(f(phi, z), phi=a..b, z=c..d);
va trong truong hgp thi hai ta dung lénh
[> cylinderplot([r(s,t), phi(s,t), z(s,t)], s=a..b, t=c..d);
c. Dung toa doé cau. Trong toa do cau, mot mit cong phang (S) thudng dudc

biéu dién bdi mot trong hai cach:

(S) Cp= f(@pae)a ((p79) € [a>b] X [Ca d]v
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hoac
p=p(s;t)
(S): ¢ p=p(st), (s,t) € [a,b] X [c,d].
0 =06(s,1),

Dé vé mat cong trong truong hop thit nhat ta ding lenh
[> sphereplot(f(phi, theta), phi=a..b, theta=c..d);
va trong truong hgp thi hai ta dung lénh
[> sphereplot([rho(s,t), phi(s,t), theta(s,t)], s=a..b, t=c..d);
Vi du: Dé vé miit cau don vi ta ¢ thé diing mot trong cac lenh sau (xem Hinh 3.1).
[> plot3d([sin(s)*cos(t),sin(s)*sin(t),cos(s)],s=0..Pi,t=0..2%Pi);
[> cylinderplot(sqrt(1-zA2), phi=0..2%Pi, z=-1..1);
[> cylinderplot([sin(s), phi, cos(s)], phi=0..2*Pi, s=0..Pi);
[> sphereplot(1l, phi=0..2%Pi, theta=0..Pi);

Hinh 2.1: Mat cau don vi

2.5.3. Van dong do thi

Van dong do thi 1a sy bién thién ctia do thi theo tham s6. Diéu d6 c6 nghia
12 ta cho mot ho dudng cong (C;) hay mat cong (S;) phu thudc vao mot tham s6
t. Sau d6 vé tat ca cac dudng/mit nay tng véi cac gia tri ¢t khac nhau. Ho duong
cong, mat cong c6 thé biéu dién dudi cac dang khac nhau va theo cac heé toa do khac
nhau. O day, ching ta chi xét ho dugc viét dudi dang don gian:

(C): y=f(x,t), x€la,b], te][tl,t2]

(&) z= f(z,y,t), (z,y) € la,b] x[c,d], t e [tl,t2].
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Dé van dong ho (C;) ta dung lenh
[> animate(f(x, t), x=a..b, t=tl..t2);
va van dong ho (S;) bang lenh
[> animate3d(f(x, y, t), x=a..b, y=c..d, t=tl..t2);

Chu ¥ 1a khi thyc hién lenh nay ta thay do thi chua van dong béi vi may chi vé
mot duong/mit ing v6i mot tham s cu thé nao dé. Néu dua con tré chudt vao vimg
do thi va kich trai chuot thi mot bang lenh diiétt hanh sé hién ra ngay dudi thanh
cong cuy, gom cac ky hieu play, continuous, stop quen thudc. Néu ban muén do
thi van dong lién tuc theo cdc tham s6 thi nhan continuous/play, sau d6 mudn
diing thi nhan stop.

2.6. Bai tap
2.1. Viét phuong trinh tiép dién va phuong trinh phap tuyén ctia mit y = 322 —z2+1
tai cac diem A(x =0,y = 1,2 =0) va B(zx =2,y = 2,2 = 1).

2.2. Viét phuong trinh tiép dién va phuong trinh phap tuyén ctia mat 22 4-2y?+322 =

1 tai cac diem A(1,0,0) va B(Jz, 7, 5)-

2.3. Viét phuong trinh tiép tuyén va phuong trinh phap dién ctia duong cong
r=cost, y=sint, z=1t teR

tai cac diem A(1,0,0) va B(0,1,%).

2

2.4. Viét phuong trinh tiép dién va phuong trinh phap tuyén clia mit z = 222 +
3y? + 1 tai cac diém A(1,0,3) va B(—1,—1,6).

2.5. Viét phuong trinh tiép tuyén va phuong trinh phép dién ctia dudng cong sau
tai cac diem (—1,—1,2) va (0,0,0):

z=a+ ¢
r+y+z=0.
2.6. Viét phuong trinh clia tiép tuyén va phap dién ctia duong cong

224+ yP 422 -1 =0,
r—y :Ou

tai diém M(‘/Tg, \/?g’ ‘/T?’)
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2.7. Viét phuong trinh ctia tiép tuyén va phap dién ctia duong cong

r = 2sint,
y= b5cos(t? +1),
z= 1+ 3sint,

tai diem M (0,5,1).

2.8. Xac dinh do cong clia céc dudng cong sau tai diem M (0,1,%):

a) x = cost, y =sint, z = t; b) x = cost, y =sint, z = 7.

2.9. Xac dinh do cong ciia dudng cong phang r = ¢ tai diéem (7, 7) (tic la diém

(—m,0) theo toa do Dé-cac).

2.10. Hai mit cong tron (S) va (7)) duge goi 1a tiép xtic nhau tai diém M, € (S)N(T)
néu tiép dien tai My cia (S) va ctia (7) trung nhau. Gia st (S) va (7)) lan lugt
duge biéu dién béi cac phuong trinh an f(z,y,2) = 0 va g(z,y, 2) = 0. Chiing minh

rang (S) va (7)) tiép xic nhau tai My(zg, Yo, 20) khi va chi khi

(o, Y0, 20) = 9(z0, Y0, 20) = 0,
Vf(l’O, Yo, Zo) = Vg(flfmyo, Zo)-

2.11. Chting minh rang ho dudng cong
(C):2? =2Vx+y* =220y + A0 =0

c6 hinh bao chita duong thang y = 0.



